11. CoordonnZes normales de Riemann.

1. Les coordonnées normales.

Cette section, calquze sur larZA Zrence [1], illustre parfaitement la puissance dela m2hodedu
repere mobile. Dansun premier tempson suppo® quelatorsion est nulle.

Soit unvoisinage ¥ d@n point O quenousprendronscomme origine des coordonn£s. On
sedonneen O unrepsre orthonomZ Soit M un point qudconquede V . On suppo® que
V est assez petit pourqu@d n@ ait quiineseule glodzsiquerdiant O ~ M . Soient s la
longueir decet arc degzodAiqueet ¢ les cosnusdirecteurs du vecteur tangent” la
gzbdZiqueen O danslerepere chois ci dessus Lescoordonn£s nomales de Riemann
ressemblent aux coordonns cartZsiennes et sont dZinies pa :

x =sc )
Lalongueir del@rc OM estdonc: S =x'X #, , .

~ . d*x’ . dx” dx®
LQquaion des ghdA&ques est : +0t 7R
< J a dg # ds ds

glodAiqueissuedeO, ona: ! ®, ¢’ c¢"=0. Aupoint O cette propriAZ est vraie qudle que

=0, doncle longd@ne qudconque

soit ladirection ¢’ et donc, en ce point, les coordonres nomales doivent satisfaire :
$ —
1% .(0)=0 2)
Attention : ceci n@st vrai quepourles coordonn£s detype cartZsiennes (1), et pas, par

exemple, pourdes coordonns sphZiques dans|@space eudidien ~ trois dimensons(voir
(8.20)) .

Ensuite Cartan consdere unefamille dereperes adapt/s : en chaguepoint M de V unrepere
est duit durepsre dZini en O pa trangport parall-lelelongdelagzodaiqueOM . Puisque
lerepereen O aZchois orthonomZ toute lafamille 1@st. De plus par congruction, les
directionsdu vecteur tangent” lagzodA&ique OM au point M prises pa rappott au repere
adaptZsontles ¢’ . Cesdirectionsrestent donccongantes le long des gZod&iquesissues de
O pourlafamille dereperes adaptzs.

Cartan dZrit le voisinagede O par n+1 coordonn&st et a' (comme des coordonn£s

polaires), detellesorteque x’ =ta’ , et quelelongd@negzdAiqueissue

deO,dx =a' dt.Sit=1ladorsx =a ,ets r=s lesa sontlescosnusdirecteurs.

Dansce chapitre nouschangeonsl|Zgerement de notation en Zerivant / # ~ laplacede ! “
dansles Zqudionsdestructure (10.2).
Les Zgudionsde structure impliquent lesformes :

/2= aadt+!_a(t,a",da#)
$., =Fa(t,a,da)
o ! ~="1 pourunefamille derepsresadaptss (doncorthonomzs) d@pres (9.6). La

ab

3

premiere Zgquaion n@st qu@nedZinition, et la secondevient defait quepou desreperes
adaptss, |  nedZpendpasde dt . Eneffet, ! _, reprZsente latransformation des vecteurs



{ h:} lors dutransport parall<le (9.9b): Dh = bahn . Or pour lesreperes adaptss, pa

dZinition, DHa =0 lelongd@negdAiqueissuede O, dorc pour & condants / , =0 .

b

Maintenant on vaindure latorsion. Pour pouvor poursuivre le calcul comme le fait Cartan, il
faut conserver les Zguaions(3) et dong nonplusconsgdZer des goodAquesissuesde O
mais des courbes auto paraleles.

Un vecteur tangent aux auto parallslesseranotZ: k' = dx' / ds . Letransport paaleleest tel
que: dk' +"', k*dx’ =0, soitencore: dk' /ds+"', k”k®=0 ou:

d’x’ /ds +"', (dx*/ ds)(dx® / ds)=0
En O cette Zgquation n@st satisfaite par (1) quds quesoient les ¢* , ques lapatie
symariquedela conneion (danslesindices B,y ) est nulle en ce point. D@pres (9.21) ona:

“ :{ 0‘} +S% —S “ S “ . SionZeritlacondiion prZcZdente, onobtient :
By By By B.y y.B

5,415, =2 S+ ST, %S5 US,% + S}, %S,% %S.5, =0

soit: {2} =5,%1,+S55%|, ,etdoncen 0: T | =S5 |, (4)
Si onse dZplace lelongd@necourbeauto parall+leissuedeO, on apa dinition
Dh =/° h =0,etdonc,” a* condants, ! , =0, donc/ , nedZend pasdedt, et donc

les relations(3) sont toujours valables.

Maintenant nousavonsles Zquaionsde structure (102) et (10.3) :

do® + w’, A6° =%% 6°A6° (59)
dff + 1 =R A A (5b)

avec les conditionsaux limites :
I'(t=0,a",da’)=0 ; $a(t=0a",da’)=0 (50

Notonsqud@ n§y a pas contradiction entre laderniere condtion et (4), car (5¢) concerneles
reperes mobiles adgpts, et (4) les coordonn£s nomales, les deux Zant reliZes par (9.9).

En neconddZant quelestermesen dt ona:

—a
(R

.'_t =da’ +a'# » $ 258° a’ %" (69)
! Té.lb

—d —c
=IR,  (@# $a'#)=R,  a# (6b)

't

DZrivonsl@quaion (6a) par rappoit ~ t et remplasons! tTa.lb pa (6b):

| 2:&1 +28a ab| ;C + 2a#| Sa ab :C - Ra abac;d (7)
Tt .bc Tt T #.be .bcd
. dx 'S} .
osonazZrit: | S} =——2=a'l,S}
.bc dt ! X .pc



Les Zguaions(6) pemettent defaire un dAseloppament limitZ des 1" enfondiondet :
— n Ta 2||2_a 3||3_a
o I =atdt+t" ]+t +%t A )
o° les d4ivZes successives sont obtenues en dZivant pluseurs fois les Zquaions(6). Par
exempleona:

%0 =-4a%0,S, a0,0 ~25,, a0 —2a"a’d, ;S a0

t
Q a bc_d a b AC -d
+a’d R a0 +R  a'a’d0

Dansle dA/eloppenent limitZ toutes les quantitZs sont” prendreen O . En ce qui concernele
tenseur de courbureona:

DR, =" R, 4#, R, $#, R, $# R, A $#°,
Or, pou lesreperes adaptZs, laconnexion est nuIIeen @) (5(:), doncen ce p0|nt.
D, Racd lL=", Rabcd 5
et compte tenu des relations(5¢) les dZivZes de!  serZduisent”
|: 20" L,=#2S"_|, a’da’
1377 | = #42°) ;S a’da’+4S, a°S’ a’da’ + R} a’a’da’

etc . Dansla suite de cette section nousomettronsparfois |ndication Cvaleur priseenO E.

Maintenant: x' =a't " dx =tda +a’ dt .Par exempleletermed@rdre 2 du

d&eloppenentde ! devienten O : 'S _a’da® =S x°dx°—t’S%_aPa’dt, danslequd

leterme en dt disparat grdge ™ |@ntisymArie du tenseur detorsion. Dansles termes d@rdre
supZieur du dZ/eloppamenten t , lestermesen dt disparaissent Zgdement grige aux
propriZs d@ntisymarie des tenseurs de courbure et detorsion.

En posant findement t =1 , onobtient findement :

]a— an a b 2 a cC n a by e f 1 pa byC d
" S X°dxX +2(S%,. S, " #S, ) XXX + R XX dX
1 a c d,bye f lqa c dybye fnlga c f byey9 h
+5#,S S XDOXAX + 38 #,.S x0OXTAX " 58 ST S xOxKdX (8)
w1l a by, f I AV 1 a n e n a e by, fyvCAWd
4#fgSAchX X dX +12(DfR.bcd S Rfcd R.bce S.fd)XX XdX t..
oe lacourbure, latorsion et leurs dZ4ivZes sont prises au pointO.

En utilisant cette derniere expression et les Zguaions(6) dzivZes successivement, on obtient
le dA/eloppanent suivant dela connexion :

', éb = % Re.ibcd Xchd + %(" eRébcf # Rébcd S(.jef)xexcdxf + O(X3) (9)

Exercice 1. B 5
Unesphere decentre O est I@nsemble des points situ& ™ unedistance condante s de O .

Soit en coordonn&snomales: s° = x' x, = Cte . Montrer quele rayon d@nesphere de
centre O est parpendiculaire™ celle-ci. On commencera par montrer le rZsultat jusqu® |@rdre
3indus puis on essaierade gZhZaliser. On suppograquelatorsion est nulle §¢ =0.



2. Expressions de I’élément linéaire et de la connexion au voisinage de ’origine (cas sans
torsion).

Dans cette section noussuppogronsquelatorson est nulle.

Commeneonspa |@Zment linZire ds° =/ "*"° . Compte tenudel@xpression (8) il
devient en s@rretant au troisisme ordre :
1 1
— = NG O P T B
ds’ = naﬁ+3Ramﬂx X +6Dwaprﬁx X?X" +...|dx* dx (10)

Laconnexion, pourles coordonn&s nomales, peut «tre dZuite de (9) et delatransormation
(9.9), ou bien , puisquelatorsion est nulle, en calculant les symboles de Christoffel dZuit de
(10). Apres avoir pris en compte les propri27Zs de symzrie du tenseur de courbure le calcul
menedirectement ” :

! $# = %g$%{ é[R#&”%' R"&‘V#]x&
+ %[D#R"&(%-i_ D&R”(#%+ D R#&(%+ D&R#( "%I D%R"&(# ' D&R
L e premier crochet se rZduit ™ :
R.'"#$ %R#”$! = RJ”#$ + R#"!$ = I%#"! + %! " #
qui est bien symariquepa |@changede 3 et v .
ConsgdZonsmaintenant le deuxis me crochet. Les termes 2 et 7 sont Zgaux, aind queles

termes 4 et 6. || se rZduit donc” :
D R +2D R +D_R + D_R +2D R

4 ﬁq)rvé ¢ Bryd B retd 67 Bort ¢ Boyr
en utilisant lesidentitZs de Bianchi celadevient :
D,R.,4&D,R +2D.R.. +2D.R

#$% $ THY # 1%$"% # 19%$
on peut Zchange lesindices ! et 7 dansle deuxis me terme du dA/eloppement, par lasymzrie

. & (
D,R., ] xxt+ .}

"o # 9%

de X' x , et donc:
+3D_R +2D.R

D!R”#$% #18"% #1968
enfin, en utilisant les identitZs de Bianchi pou le premier terme et lasymaArie ! " # on
obtient:

D! R = &D%R’#! $ #94

=&D,R,,,&D,R
=&D,R,,,+D,R

#18$ # 19%$

&D,R

#$%

$9
Findement :I@xpressiondevient: ! D,R,,,, +3D,R, ... +3D,R, . .

En utilisant D,g** =0 , onarrive” :

1%, =R, + R, )X+ 1(3D,R’,, +3D,R’,,. ' D°R,, )X X*+.. (11)

#9%" % " #&" #9%" &

qui est symariquepar IGchangede ! et ! .



Exercice 22 5 B
Etant donn£s des coordonn£s nomales d@rigine O |, calculer la courbure scalaire en ce

point dansle cas sanstorsion. On utiliseralarelation ! ## =$. (\/g)/ \/E qui seramontrZe
au chapitre 12.

3. L’élément linéaire des espaces a courbure constante localement isotropes (torsion
nulle).

Noussuppogrons danscette section, quela signaure delamzriqueest eudidienneg et donc
queles ! sontdonn2 par lamatrice identitZ et quelatorsion est nulle.

Comme nousle verronsdans|e chapitre sur les hypesurfaces, le tenseur de courbure d@n
espace” courbure condante localement isotropeest :

R s = K(9,,9.5 %9, 40.,)
o* K est unecondante. Pour le moment contentonsnousdevZifier quecette expression

poss*debien toutes les propriAZs de symzArie du tenseur de courbure, et quela courbure

scaaireest R=n(n! 1)K . Dansle systsme dereperes adaptZs le tenseur de courbure
sicrit

R - K(I?:”bd !Z”bc)
Dansce cas paticulier, Iequualons(G) peuvent sntZgrer exactement. SuivonsCartan :

I@quaion (7) devient: 12" =Ka’(a*"s#a," ) .

La eriqueZ}ant designdure eudidiennepar hypothese, on peut monter ou descendre les
indices indiff Zzemment, d©- :

!f(aa:b#ab:a):#Klz(aa:b#ab;a) , 1?=a%a,
qui apoursolution: af"!_b " all :sin(lt\/E)Csi K>0 et a“!_b PN :sh(ltﬁ) C s
K <0 ,o0° C est daerminZpar les conditionsinitiales (5¢). Les dZivZes premieres (6a)
prisessen O , et Iefaitquea“l_b "t =1t g1 d@pres(3), amenent”
a?lPm gbya= Sn(lt() 2
T Uk
a“t’" q"1re Z—Sh(lt\/?) (a“da"" a’da®)

ik

Maintenant les carrZs de ces expressionssont :

da’" a°da®) , K>0

, K<O0

2 2

(@0 I 1 () E)g}tma!a =12 dg” fg;taa/a

a<b 0a 2 0Oa %
d@pres (68 ona: I (a at" ) a*da®, et puisqueles a* sontcondants le longd@ne
gzodAique: a®l =ta*da’.
Enchoisissant t=1et x' =a’ , etenposnt r* =(x')*+...+(x")* , onobtient:



%dexl+ + Xnan)2 + VYA Sn (r \/—) n

(x® dx”'xdx"")( , K>0 (129
r go a<b (

# 2 &
17 sh (n/‘K‘)
ds? = =t + ..+ X"dX")2 + —— YL a1 xbax@)2( . K <0 12b
rzo}gx ) ‘K‘rz a<b( ) ,( ( )

Ces Zquaionsprennent uneforme simple en passant en coordonn£s sphiques gri@e ™
"AdX! XPdx) =r?" (dx®)? ! (XX + ..+ x"dX")?
a<b a

CongdZons dans|@space eudidien ! " , et en chague point unrepere orthonomzZ (ut,?i)
avec u, radia (x=ru ), et dx=dru +dyv .Onadors: | (dx)?=(dr)?+! (dy)®

(x'dxt + ..+ x"dx")=rdr ,donc" (x*dx’! x°dx*)?=r*" (dy)? serZduit~ | Zment
a<b i

linZaire d! ? surlaspherederayon r . Et findement :

sin (r\/7)

d¢ =dr’+————=d!/? , K>0 (13 a)

g,.]Z
dszzdr2+‘(|£T\/2?)do2 , K<o0 (13 b)

par exemple unespace” 3 dimensons decourbure nZydive condante, aurapou 4Zment
linZaire en coordonn#s sphzriques :

ag = ar + T (‘rKJ‘\? ! (d!*+sin*()d"?) = ﬁ(d#z HE(#) (d!F +sin*()d" ) (14)

O !/ =¢ ‘K‘

Rappdons|®ypohese dedeart au dzbutdece chapitre, ~ savoir quelevmsmage V' doit
otre assez petit pourqu@d n@ ait qu@neseule gZodAiquereliant O ~ M |, et doncles
expressions(12) et (13) delamzriquene sontvraies quedansV . Cependant dansle casdes
espaces simplement connexes (voir les dZinitionsdans |Gnnexe stuZe” lafin dece chapitre)
ces expressions sont valables sur I@nsemble delavariAZ En effet, dansce cas, deux chemins

qudconquss, reliant deux points qudconquesde V" , peuvent tre dformZs demanisre
continuel@n dans|@uitre. 11 n@xiste doncqulin seul chemin delongueir minimum reliant
ces points, sauf cas paticulier. C@st le cas delasphere oe il existe uneinfinitZ de solutions
dememe longueir pou les points diamzralement oppogs.

Une consZquence tres importante des formules (12) (13)est que:
Des espaces localement isotropes ™ courbures condantes et Zgaes sont localement
isomAariques.



4. Les vecteurs des reperes mobiles.

L @xpression (8) du dZ/eloppament de ! 2 fournit directement celle deh?. Nouspouvonsen
dZuire le dA/eloppement de b} en utilisant hi hi = 5% . Pour celaon pose:

a_mna a b a by, e a by ey f
hW="#S,, X +B’, XX +C° ., X’X’X' +...

. I — ! 1/ r 1/ r<,S 1/ r <, St
et: h +A" X +B_raxx+C_r XXX+

a_ a S st

reste” expliciter lacontrainte. A |®@rdre1 en x' onobtient: A" , =S’

.r! o
Xx*"2$ S, XA X+ B, x*x®"! =0 etdonc:

+ S(.:I'.’ S" = S” SC + §$r S’.’S.’ # é R’.’I’S

.SC .sc _.r!

L®rdre 2impoe: B _

B'Ijrs! :#B.rs!

L @rdre 3 Zant assez fastidieux ~ Zcrire,
cas sanstorsion. On obtient alors :

h ="/ #iR

.rsa

a

w -

!

=]

ousconsdZerons dZsormais, danscette section, le

! t
X'X*#ED R XXX +... (15)
De cette expression nouspouvonsdZiuire le commutateur des champs{ h:} , Ce quenous

ferons™ |@rdre 2. On obtient:

th,h# =h® K°(he "

_1 % % % % )
- g(( R.;) b( R.)a ab + R.;) a + R.)o ba) X

( 1—12(DaRj’*b+ D, R?., + D, R, ( Dij’*a( D, RY.. ( D, R%..) X X" +...
Dansle premier crochd, les premier et troisie me termes seront rZduits en utilisant les identitZs
de Bianchi de premiere espece (pas detorsion). Pour le second crochét, on utilise lesidentitZs
de Bianchi de secondeespece pourlestermes 1 et 4, et les premieresidentitZs pourles termes
2et5.Findement:

% % ' % % v % _
th,h§ =& R” x &5GD. R, +D R’ H)xx‘+. , §7. =0 (16)

Enx =0le commutateur est nul, ce qui est attendy, puisqueles vecteurs du repere mobile
au voisinageimmziat de ce point cosnddent avec |es vecteurs assod Zs aux coordonn£s
nomales.

Réponse a I’exercice 1. B 5
Unesphere decentre O est I@nsemble des points situ& ™ unedistance condante s de O .

Soit en coordonn&snomales: s =x'x, =Cte, X =a's.
Dansun systeme dereperes adagt?s unrayondelasphere apourdirection a® = Cte lelong
dechaguegzd&iqueissuedel@riging et la postion relative dedeux points infiniment

prochedelasurface seradonn par (8) oe dx est tel que: d(s?) = X' dx =0.0Onadonc:
6°x, = dx*x, + IR x x*x°dx? + (D, R, )%, xx xdx +...

le premier terme est nul par hypahese, et les autres le sont par les proptiAZs de symzrie du

tenseur de courbure.



Doncle rayon est bien perpendiculaire ™ lasurface”™ |@rdre 3indus

Bien que x“dx, =0 — a“dx, =0 , ce produt scalaire nereprzZsente pas le produit scalaire
delatangente au rayon et delatangente ~ la surface dela sphere, car dansle repere adaptZ, le
vecteur tangent ~ lasphere est donnZpar ! “ et nonpa dx* . a* est ladirection durayon.
Les coordonn#s CpolairesE t, a* ressemblent~ des coordonnzs sphZiques. Quand on se

dZplace rayon congant, c@st " diret =Cte , / ® serZduit™ /" . Nousallonscalculer a, !
sachant qued@pres (5¢) cette quantitZest nulleen O . Lelongdes glbd&iquesissuesde O
onad@pres(6a), dansle cas sanstorsion :

0,(a,0')=0,(a,) 6" +2,0,6" =0+a,da" +a’a w,, =1 d(a,a®) + a%a’ w,,

et comme les reperes sontorthonomzs / _, ="/ . , donc !t(a,fa):o et donc: a.d!_a =0,
qui montre le rZsultat cherchZ
Dansles coordonn#s t, a® , lamariqueest :

dSZ - ! a! b nab = (aa ab nab)dtz +!_a!_b uab + 2aa!_b ,rab dt

Le dernier terme est nul, et dong pourles reperes adaptZs orthonomzs, lamAriquese
dZouple en unepatie radiae et unepatie CsphZiquek:

—a—b ,
ds’ =dt®*+!/"1 ",

Réponse a I’exercice 2.
Lacourbure scalaire est :

R=179g" Ry, =!79" (%&, " %&, +&Ij(#&(.$.r " &y, &)
A |@riginedes coordonns, pourdes coordonnzs detypes cartZsiennes (1), ce quenous
suppogronsjusquO avis contraire, et dansle cas sanstorsion, lestroisieme et quéarieme

termes disparai ssent puisquela connexion est nulle en ce point. On peut Zcrire, en O, car
d@pres (10) le tenseur mariquen@ pas de contribution du premier ordre :

R=0,(9" T5) = 95(9" I'.)
et comptetenude! ## =8, (\/5 )/ \/5 , le secondterme fait penser au Laplacien de \/5
(section 4.4). En utilisant (11) le premier terme devient: g' " #°,. =2 R}, x*+O(x*) , o le

tenseur deRicci est prisen O . Donc: . (9%° % ,4) b=2 R, | $* =2 R|, .

1
Findement : iRI,=1.(g" JE ! #(g$5))

Et comme dansles coordonns nomales CcartZsiennesE: g|,=1 ona:
1

IRIL=1 (g )l
3 (6] (0]
On aurait pu Zablir directement ce rZsultat ~ partir de (10), car en se limitant ™ |@rdre 2 :

§= Q8 )+ Tr (SR soly ¥'2°)

et avec lesrelationsde symzrie dutenseur decourbure: g =1! %R,#x"x# , donc:



(o}
I\)\H

1 .
=1+— 5 R.,X X" .1l reste” prendre le Laplacien des deux membres

N~

lg2= % #,(0°"Jg % #,(R,. x*x')) . Sachant quele tenseur mAriqueest du second ordre

" |@rigineon obtient larelation Zablie plushaut.

Rappdonsquece rZsultat est obtenu avec un systsme de coordonns detype (1), c@st ~ dire
detype CcartZsennes E.Comment laformule obtenueest-elle modifiZe si |@n passe” des
coordonns sphZiques, par exemple ? Appdonsces nouveles coordonns:

{ y“’} =(r,0') ,comme” I@xercice 3 duchepitre 4, et g, le dZerminant du tenseur marique
calculZ prZcZdemment en coordonn#s CcartZsiennesE.On a:

8. =AFAY g s % Jg=\[g det(A) 00 : A =#x /#y .EndZfinissant: x* =rn” , os
n' estladirectiondurayon,avec: n'n, =1 ,ona: dx =drn’ +r".,n' d# , et donc:
degA=r"'"  os: o est|@Zmentdesurface delasphere eudidiennederayon 1. Donc:

i 1 . . ;
g 2=r"*" /g , etdanslecasdescoordonngs sphiques: 1R|,=! (r"*# /)|,

Annexe : chemins homotopes .

DZinition (voir par exemple [Wallace]):
Soient f et g deux cheminsd@n espace topologique E , c@st ~ dire deux applications

continues del@ntervalle | = +0,1% dansE. On dit queces deux chemins sont homotopes dans

E sl existe uneapplication F(s,u) contiinue ducarrZ |* dansE, telle que:

F(s,0)=f(s) . F(s,0)=g(s)
qud quesoits.

S f(0)=g(0)=x et f(1)=9g(1) =y ,onditqueleschemins f et g sonthomotopes avec
les extrZmitZs x et y fixes,
Si x=y leschemins f et g sontdescheminsfermZsayant x pourpoint de base.

DZAinition

Un espace topologique E est smplement connexe pa rappott ~ un point debase x s tout
chemin fermZde E ayant x pourpoint debase peut stre contractZ de manisre continueen ce
point.

Soient doncdeux chemins f et g deV" joignant deux points x ety . L@pplication h de I
dans V" dZiniepa: h(s)= f(2s) , s! :0,1/2§, h(s)=g(21!s) , s" §l/2,1y est
un chemin fermZbasZenx .

Inversement, soit h un chemin fermZbasZenx, c@st ~ dire uneapplication i(s) ,s € I telle
que h(0)=h(1)=x ,s V" est smplement connexe, il existe uneapplication H(s,u)de |°
dansV" tellequeH(s,0)=x , H(s,2) =h(s). Onpos:



f(su)=H(s/2u) , s! 1018

g(su)=H(1&s/2,u) , s! 01§
ceci dZinit deux familles de cheminsallant respectivement du point x au
pointy = H(1/2,u).

~ " %
L@pplication G (st) = H§t§+(1! t) (1! g),u-&0 , t( )0,1;* rend les chemins f(s,1) et

9(s,)) homotopes.
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