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11.  CoordonnŽes normales de Riemann. 
 
 
1. Les coordonnées normales. 
 
Cette section, calquŽe sur la rŽfŽrence [1], illustre parfaitement la puissance de la mŽthode du 
rep•re mobile. Dans un premier temps on suppose que la torsion est nulle. 
Soit un voisinage  V  dÕun point  O que nous prendrons comme origine des coordonnŽes. On 
se donne en  O un rep•re orthonormŽ. Soit  M  un point quelconque de  V  . On suppose que 
 V  est assez petit pour quÕil nÕy ait quÕune seule gŽodŽsique reliant  O  ˆ  M . Soient  s la 
longueur de cet arc de gŽodŽsique et  c

!  les cosinus directeurs du vecteur tangent ˆ  la 
gŽodŽsique en  O dans le rep•re choisi ci dessus. Les coordonnŽes normales de Riemann 
ressemblent aux coordonnŽes cartŽsiennes et sont dŽfinies par : 
                                                            x

! = sc!                                                                     (1) 

La longueur de lÕarc  OM  est donc : 
  
s2

= x! x" #! "  . 

 

LÕŽquation des gŽodŽsiques est : 
  

d2x!

ds2
+ " .#$

! dx#

ds
dx$

ds
= 0 , donc le long dÕune quelconque 

gŽodŽsique issue de O, on a : 
  
! ." #

$ c" c# = 0 . Au point  O cette propriŽtŽ est vraie quelle que 

soit la direction  c
!  et donc , en ce point, les coordonnŽes normales doivent satisfaire : 

                                                        
  
!

." #
$ (O)= 0                                                                   (2) 

Attention : ceci nÕest vrai que pour les coordonnŽes de type cartŽsiennes (1), et pas, par 
exemple, pour des coordonnŽes sphŽriques dans lÕespace euclidien ̂  trois dimensions (voir 
(8.20) ) . 
 
Ensuite Cartan consid•re une famille de rep•res adaptŽs : en chaque point  M  de   V  un rep•re 
est dŽduit du rep•re dŽfini en  O par transport parall• le le long de la gŽodŽsique OM . Puisque 
le rep•re en  O a ŽtŽ choisi orthonormŽ, toute la famille lÕest. De plus, par construction, les 
directions du vecteur tangent ˆ  la gŽodŽsique  OM  au point   M   prises par rapport au rep•re 
adaptŽ sont les  c

!  . Ces directions restent donc constantes le long des gŽodŽsiques issues de 
 O pour la famille de rep•res adaptŽs. 
 Cartan dŽcrit le voisinage de  O par   n +1 coordonnŽes  t  et  a

!  (comme des coordonnŽes 
polaires), de telle sorte que  x

! = t a!  , et que le long dÕune gŽodŽsique issue 

de O, dx! =a! dt . Si   t = 1 alors  x
! =a!  , et si  t = s  les  a

!  sont les cosinus directeurs. 

Dans ce chapitre nous changerons lŽg•rement de notation en Žcrivant  !
a  ˆ  la place de  !

a  
dans les Žquations de structure (10.2). 
Les Žquations de structure impliquent les formes : 

                                               

  

! a = aa dt +!
a

(t,a" ,da# )

$ ab = $ ab(t,a" ,da# )
                                                      (3) 

o• 
 
!

ab
= " !

ba
 pour une famille de rep•res adaptŽs (donc orthonormŽs) dÕapr•s (9.6). La 

premi•re Žquation nÕest quÕune dŽfinition, et la seconde vient de fait que pour des rep•res 
adaptŽs, 

 
!

ab
ne dŽpend pas de  dt  . En effet, 

 
! ab  reprŽsente la transformation des vecteurs 
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ha

!"!

{ }  lors du transport parall• le (9.9b) : 
   
Dha

! "!
= ! .a

b hb

!"!
 . Or pour les rep•res adaptŽs, par 

dŽfinition,    Dha

! "!
= 0 le long dÕune gŽodŽsique issue de  O, donc pour  a

!  constants 
  
!

ab
= 0 . 

 
Maintenant on va inclure la torsion. Pour pouvoir poursuivre le calcul comme le fait Cartan, il 
faut conserver les Žquations (3) et donc, non plus considŽrer des gŽodŽsiques issues de  O , 
mais des courbes auto parall• les. 
Un vecteur tangent aux auto parall• les sera notŽ :   k

! = dx
! / ds  . Le transport parall• le est tel 

que :   
  
dk! + " .#$

! k# dx$ = 0  , soit encore :  
  
dk! / ds+ " .#$

! k# k$
= 0 ou :     

                             
  
d2x! / ds2

+ "
.#$
! (dx# / ds)(dx$ / ds) = 0  

En  O cette Žquation nÕest satisfaite par (1) quels que soient les  c
!  , que si la partie 

symŽtrique de la connexion (dans les indices  !,"  ) est nulle en ce point. DÕapr•s (9.21) on a : 

  
!

."#

$ =
"#

${ } + S
."#

$ % S
" . #

$ % S
# ."

$  . Si on Žcrit la condition prŽcŽdente, on obtient : 

              
  
! ." #

$
+ ! .# "

$
= 2 " #

${ } + S." #
$ %S" .#

$ %S# . "
$
+ S.# "

$ %S# . "
$ %S" .#

$
= 0  

Soit :      
  !"

#{ }
O

= S
! . "

# |O +S
" .!

# |O  , et donc en  O :         
  
!

."#

$ |O= S
."#

$ |O                           (4) 

 
Si on se dŽplace le long dÕune courbe auto parall• le issue de O, on a par dŽfinition 

   
Dha

! "!
= ! .a

b hb

!"!
= 0 , et donc , ˆ  a

!  constants , 
  
! ab = 0, donc 

 
!

ab
 ne dŽpend pas de dt , et donc 

les relations (3) sont toujours valables. 
 
Maintenant nous avons les Žquations de structure (10.2) et (10.3) : 
                                   

  
d! a +" .b

a
#!

b = $ .bc
a

!
b
#!

c                                                          (5a) 

                                  
  
d! .b

a + ! .c
a " ! .b

c = 1
2
R.be f

a #e " # f                                                  (5b) 

avec les conditions aux limites : 

                         !
a

(t = 0, a" , da# ) = 0 ; $ ab(t = 0, a" , da# ) = 0                                      (5c) 
Notons quÕil nÕy a pas contradiction entre la derni•re condition et (4), car (5c) concerne les 
rep•res mobiles adaptŽs, et (4) les coordonnŽes normales, les deux Žtant reliŽes par (9.9). 
 
En ne considŽrant que les termes en  dt  on a : 

                                   
  

! "
a

! t
= da

a +a
b # .b

a

$ 2S .b c

a
a

b %"
c

                                                 (6a) 

                                  
  

! " .b

a

! t
= 1

2
R.bcd

a (ac#
d

$ ad#
c

) = R.bcd
a ac#

d

                                     (6b) 

 

DŽrivons lÕŽquation (6a) par rapport ˆ   t  et rempla•ons   ! t" .b

a

 par (6b) : 

                       
  
! t

2"
a

+2S.bc
a ab ! t"

c

+ 2 a# ! #S.bc
a ab"

c

= R.bcd
a abac"

d

                                 (7) 

o• on a Žcrit :  
  
! tS.bc

a ==
dx"

dt

! S.bc
a

! x"
= a" ! " S.bc

a  
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Les Žquations (6) permettent de faire un dŽveloppement limitŽ des  !
a

 en fonction de  t  : 

                        
  
! a = aa dt + t " t!

a

+ 1
2
t2 " t

2!
a

+ 1
6
t3 " t

3!
a

+ ... 

o• les dŽrivŽes successives sont obtenues en dŽrivant plusieurs fois les Žquations (6). Par 
exemple on a : 

                   

  

!t
3"

a

= #4a$ !
$
S.bc

a ab !t"
c

#2 S.bc
a ab !t

2"
c

# 2a% a$ !
%$

S.bc
a ab"

c

+ a% !
%
R.bcd

a abac"
d

+ R.bcd
a abac!t"

d
 

Dans le dŽveloppement limitŽ toutes les quantitŽs sont ˆ  prendre en  O . En ce qui concerne le 
tenseur de courbure on a : 
                

  
D! R.bcd

a = " ! R.bcd
a + # .e!

a R.bcd
e $ # .b!

e R.ecd
a $ # .c!

e R.bed
a $ # .d!

e R.bce
a  

Or, pour les rep•res adaptŽs, la connexion est nulle en  O (5c), donc en ce point :  
                                            

  
D! R.bcd

a |O= " ! R.bcd
a |O  

et compte tenu des relations (5c) les dŽrivŽes de  !
a

 se rŽduisent ˆ  : 

                                    
  
! t

2"
a

|O= #2 S.bc
a |O ab dac  

                 
  
! t

3"
a

|O= #4a$ ! $S.bc
a ab dac +4 S.bc

a ab S.e f
c aedaf + R.bcd

a abac dad  

etc . Dans la suite de cette section nous omettrons parfois lÕindication Ç valeur prise en O È. 
 
Maintenant :   x

! = a! t " dx! =t da! + a! dt  . Par exemple le terme dÕordre 2 du 

dŽveloppement de  !
a

 devient en  O : 
  
t2 S

.bc
a ab dac = S

.bc
a xb dxc

! t2 S
.bc
a abac dt , dans lequel 

le terme en  dt  dispara”t gr‰ce ˆ  lÕantisymŽtrie du tenseur de torsion. Dans les termes dÕordre 
supŽrieur du dŽveloppement en  t  , les termes en  dt  disparaissent Žgalement gr‰ce aux 
propriŽtŽs  dÕantisymŽtrie des tenseurs de courbure et de torsion. 
En posant finalement   t = 1 , on obtient finalement : 
 

    

  

! a = dxa " S
.bc
a xbdxc + 2

3
(S

.bc
a S

.e f
c " #eS.b f

a ) xbxedxf + 1

6
R

.bcd
a xbxcdxd

+ 1

2
#dS

.bc
a S

.e f
c xdxbxedxf + 1

3
S

.bc
a #dS

.e f
c xdxbxedxf " 1

3
S

.bc
a S

.e f
c S

.g h
f xbxexgdxh

" 1

4
#f g S

.bc
a xbx f xgdxc + 1

12
(Df R

.bcd
a " S

.be
a R

. f cd
e " R

.bce
a S

. f d
e )xbx f xcdxd +...

     (8) 

o• la courbure, la torsion et leurs dŽrivŽes sont prises au point O.  
 
En utilisant cette derni•re expression et les Žquations (6) dŽrivŽes successivement, on obtient 
le dŽveloppement suivant de la connexion : 
               

  
!

.b
a
=

1

2
R

.bcd
a xc dxd

+
1

3
(" eR.bc f

a # R
.bcd
a S

.e f
d ) xexc dxf

+ O(x3)                             (9) 

 
Exercice 1. 
Une sph•re de centre  O est lÕensemble des points situŽs ˆ  une distance constante  s de  O . 
Soit en coordonnŽes normales :    

s2 = x! x! = Cte . Montrer que le rayon dÕune sph•re de 

centre  O est perpendiculaire ˆ celle-ci. On commencera par montrer le rŽsultat jusquÕ̂ lÕordre 
3 inclus, puis on essaiera de gŽnŽraliser. On supposera que la torsion est nulle 

  
S .b c

a
= 0 . 

 



 4 

 
2. Expressions de l’élément linéaire et de la connexion au voisinage de l’origine (cas sans 
torsion). 
 
Dans cette section nous supposerons que la torsion est nulle. 
Commen•ons par lÕŽlŽment linŽaire 

  
ds2 = ! ab" a" b  . Compte tenu de lÕexpression (8) il 

devient en sÕarr•tant au troisi•me ordre : 

                      
  
ds2 = !"# +

1
3

R"$% # x$x% +
1
6

D& R"$% # x& x$x% +...
'

(
)

*

+
,dx" dx#                        (10) 

 
La connexion, pour les coordonnŽes normales, peut •tre dŽduite de (9) et de la transformation 
(9.9), ou bien , puisque la torsion est nulle, en calculant les symboles de Christoffel dŽduit de 
(10). Apr•s avoir pris en compte les propriŽtŽs de symŽtrie du tenseur de courbure le calcul 
m•ne directement ˆ  :  

  

! ." #
$ = 1

2
g

$ %{ 1
3
[ R#&" % ' R" &%# ]x&

+ 1
6
[ D# R" &( % + D& R" ( #% + D" R#&( % + D& R#( " % ' D%R" &( # ' D& R" %( # ' D& R" ( %# ] x

&
x

( + ...}
 

Le premier crochet se rŽduit ˆ  : 
                           

 
R! " #$ %R#" $! = R! " #$ + R#" ! $ = R$#" ! + R$! " #  

qui est bien symŽtrique par lÕŽchange de !  et !  . 
ConsidŽrons maintenant le deuxi•me crochet. Les termes 2 et 7 sont Žgaux, ainsi que les 
termes 4 et 6. Il se rŽduit donc ˆ : 
                        

  
D

!
R
"#$%

+ 2D
#
R
"$ ! %

+ D
"
R
! #$%

+ D
%
R
"#! $

+ 2D
#
R
"% ! $

 

en utilisant les identitŽs de Bianchi cela devient : 
                                

  
D! R" # $% & D$R! # %" + 2D# R! $" % + 2D# R! %" $  

on peut Žchanger les indices ! et ! dans le deuxi•me terme du dŽveloppement, par la symŽtrie 

de  x
! x"  , et donc : 

                                      
  
D! R" # $% + 3D# R! $" % + 2D# R! %" $  

enfin, en utilisant les identitŽs de Bianchi pour le premier terme et la symŽtrie ! " #  on 
obtient : 

                                      

 

D! R" # $% = &D%R" # ! $ & D$R" # %!

= & D%R" # ! $ & D# R" $%!

= & D%R" # ! $ + D# R! %" $

 

Finalement :lÕexpression devient :  
  
! D" R#$ %& + 3D$ R%&#" + 3D$ R%" #&  . 

 
En utilisant 

  
D

!
g"# = 0  , on arrive ˆ : 

         
  
!

." #
$

=
1

3
(R

." %#
$

+ R
.#%"
$ ) x%

+
1

6
(3D%R

." &#
$

+ 3D%R
.#&"
$ ' D$ R#%" &)x%x&

+ ...            (11) 

qui est symŽtrique par lÕŽchange de !  et !  . 
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Exercice 2. 
Etant donnŽes des coordonnŽes normales dÕorigine O , calculer la courbure scalaire en ce 

point dans le cas sans torsion. On utilisera la relation 
  
! ." #

# = $" ( g ) / g  qui sera montrŽe 

au chapitre 12. 
 
 
3. L’élément linéaire des espaces à courbure constante localement isotropes (torsion 
nulle). 
 
Nous supposerons, dans cette section, que la signature de la mŽtrique est euclidienne, et donc 
que les 

 
! ab  sont donnŽs par la matrice identitŽ et que la torsion est nulle. 

Comme nous le verrons dans le chapitre sur les hypersurfaces, le tenseur de courbure dÕun 
espace ˆ  courbure constante localement isotrope est : 
                                          

  
R! " #$ = K (g! # g" $ %g! $ g" # )  

o•  K  est une constante. Pour le moment  contentons nous de vŽrifier que cette expression 
poss•de bien toutes les propriŽtŽs de symŽtrie du tenseur de courbure, et que la courbure 
scalaire est   R= n(n ! 1)K  . Dans le syst•me de rep•res adaptŽs le tenseur de courbure 
sÕŽcrit :    
                                           

  
R

.bcd
a = K(! c

a " bd # ! d
a " bc)  

Dans ce cas particulier, les Žquations (6) peuvent sÕintŽgrer exactement. Suivons Cartan : 

lÕŽquation (7) devient :    ! t
2"

a

= K ab(aa" b # ab"
a

)  .  
La mŽtrique Žtant de signature euclidienne par hypoth•se, on peut monter ou descendre les 
indices indiffŽremment, dÕo• : 

                           ! t
2(aa"

b

# ab"
a

) = #K l 2(aa"
b

# ab"
a

) , l 2 = aa aa  

qui a pour solution :   a
a!

b

" ab!
a

= sin(l t K ) C si   K > 0  et   a
a!

b

" a
b!

a

= sh(l t " K ) C   si 

  K < 0  , o•  C  est dŽterminŽ par les conditions initiales (5c). Les dŽrivŽes premi•res (6a) 

prises en  O  , et le fait que 
 
a

a!
b

" a
b!

a

= a
a! b " a

b! a   dÕapr•s (3) , am•nent ˆ : 

                         
  
aa! b " ab! a =

sin(l t K )

l K
(aa dab " abdaa) , K > 0  

                         

  

a
a! b " a

b! a =
sh(l t K )

l K

(a
a
da

b " a
b
da

a ) , K < 0 

 
Maintenant les carrŽs de ces expressions sont : 

                     
  

(aa! b " ab! a

a<b
# )2 = l 2 (! b)2

b
# " aa! a

a
#$

%
&

'

(
)

2

= l 2 ds2 " aa! a

a
#$

%
&

'

(
)

2

 

dÕapr•s (6a) on a :   ! t (a
a"

a

) = aa daa , et puisque les  a
a  sont constants le long dÕune 

gŽodŽsique : a
a!

a

= t aa daa .  

En choisissant    t = 1 et  x
! =a!  , et en posant   r

2 = (x1)2 + ...+ (xn)2  , on obtient : 



 6 

   

  

ds2 =
1

r 2
(x1dx1 + ...+ xndxn)2 +

sin2(r K )

K r 2
(xa dxb ! xbdxa)2

a<b
"

#

$
%
%

&

'
(
(

, K > 0          (12a) 

 

   

  

ds2 =
1

r 2
(x1dx1 + ...+ xndxn)2 +

sh2(r K )

K r 2
(xa dxb ! xbdxa)2

a<b
"

#

$

%
%

&

'

(
(

, K < 0           (12b) 

 
Ces Žquations prennent une forme simple en passant en coordonnŽes sphŽriques gr‰ce ˆ  : 
                       

  
(xa dxb ! xbdxa)2

a<b
" = r 2 (dxa)2

a
" ! (x1dx1

+ ...+ xndxn)2  

ConsidŽrons, dans lÕespace euclidien   !
n  , et en chaque point un rep•re orthonormŽ    (ur

!"!

, vi

!"

)  

avec   ur

!"!
 radial (  x

!
= r u

r

"!"
) , et   dx

!
= dr ur

"!"
+ dyi vi

"!
 . On a alors : 

  
(dxa)2

a
! = (dr)2 + (dyi )2

i
!  et 

  (x
1
dx

1 + ...+ x
n
dx

n ) = r dr  , donc 
  

(xa dxb ! xbdxa)2

a<b
" = r 2 (dyi )2

i
"  se rŽduit ˆ  lÕŽlŽment 

linŽaire   d! 2  sur la sph•re de rayon  r  . Et finalement : 
 

                              
  
ds2 = dr2 +

sin2(r K )

K r 2
d! 2 , K > 0                                          (13 a) 

                              

  

ds2 = dr 2 +
sh2 (r K )

K r 2
d! 2 , K < 0                                           (13 b) 

 
par exemple un espace ˆ  3 dimensions, de courbure nŽgative constante, aura pour ŽlŽment 
linŽaire en coordonnŽes sphŽriques : 

 

  

ds2 = dr2 +
sh2(r K )

K
(d! 2 + sin2(! )d" 2) =

1

K
(d#2 + sh2(#) (d! 2 + sin2(! )d" 2) )   (14) 

o•  
 
! = r K  . 

 
 
Rappelons lÕhypoth•se de dŽpart, au dŽbut de ce chapitre, ˆ savoir que le voisinage  V  doit 
•tre  assez petit pour quÕil nÕy ait quÕune seule gŽodŽsique reliant  O  ˆ   M  , et donc les 
expressions (12) et (13) de la mŽtrique ne sont vraies que dans  V  . Cependant dans le cas des 
espaces simplement connexes (voir les dŽfinitions dans lÕannexe situŽe ˆ  la fin de ce chapitre) 
ces expressions sont valables sur lÕensemble de la variŽtŽ. En effet, dans ce cas, deux chemins 
quelconques, reliant deux points quelconques de  V

n  , peuvent •tre dŽformŽs de mani•re 
continue lÕun dans lÕautre. Il nÕexiste donc quÕun seul chemin de longueur minimum reliant 
ces points, sauf cas particulier. CÕest le cas de la sph•re o• il existe une infinitŽ de solutions 
de m•me longueur pour les points diamŽtralement opposŽs. 
 
Une consŽquence tr•s importante des formules (12)  (13) est que : 
Des espaces localement isotropes ˆ  courbures constantes et Žgales sont localement 
isomŽtriques. 
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4. Les vecteurs des repères mobiles. 
 
LÕexpression (8) du dŽveloppement de   !

a  fournit directement celle de 
h!

a . Nous pouvons en 

dŽduire le dŽveloppement de 
 
ha

!   en utilisant 
 
ha
! h

"

a = #
"

!  . Pour cela on pose : 

                    
  
h!

a = " !
a # S.b!

a xb + B.be!
a xbxe + C.be f !

a xbxex f + ... 

et :              
  
ha

! = " a
! + A' .r a

! xr + B' .r sa
! xr xs + C' .r st a

! xr xsxt + ... 

reste ˆ  expliciter la contrainte. A lÕordre 1 en  x
!  on obtient : 

  
A' .r !

"
= S.r !

"  . 

LÕordre 2 impose :  
  
B'

.r sa
! xr xs" #

a $ S
.b#
a xbA'

.r a
! xr + B

.be#
a xbxe" a

! = 0   et donc : 

                   
  
B' .r s!

" = #B.r s!
" + S.r !

c S.sc
" = 1

3
S.sc

" S.r !
c + 2

3
$r S.s!

" # 1
6
R.r s!

"  

LÕordre 3 Žtant assez fastidieux ̂  Žcrire, nous considŽrerons, dŽsormais, dans cette section , le 
cas sans torsion. On obtient alors : 
                                   

  
ha

! = " a
! # 1

6
R.r sa

! xr xs # 1
12

Dr R.st a
! xr xsxt + ...                                      (15) 

De cette expression nous pouvons dŽduire le commutateur des champs
  

ha

!"!

{ } , ce que nous 

ferons ˆ  lÕordre 2. On obtient : 

  

  

ha,hb
!" #$

%
= ha

& ' &hb
% ( hb

& ' &ha
%

= 1
6
(( R.a) b

% ( R.) ab
% + R.b) a

% + R.) ba
% ) x)

( 1
12

(DaR.) * b
% + D) R.a* b

% + D) R.* ab
% ( DbR.) * a

% ( D) R.b* a
% ( D) R.* ba

% ) x) x* +...

 

Dans le premier crochet, les premier et troisi•me termes seront rŽduits en utilisant les identitŽs 
de Bianchi de premi•re esp•ce (pas de torsion). Pour le second crochet, on utilise les identitŽs 
de Bianchi de seconde esp•ce pour les termes 1 et 4, et les premi•res identitŽs pour les termes 
2 et 5. Finalement : 

          
  

ha,hb
!" #$

%
= & 1

2
R

.' ab
% x' & 1

12
(3D' R

.( ab
% + D( R

.' ab
% ) x' x( +... , S

.) *
% = 0             (16) 

 
En   x

! = 0 le commutateur est nul, ce qui est attendu, puisque les vecteurs du rep•re mobile 
au voisinage immŽdiat de ce point co•ncident avec les vecteurs associŽs aux coordonnŽes 
normales. 
 
 
 
 
Réponse à l’exercice 1. 
Une sph•re de centre  O est lÕensemble des points situŽs ˆ  une distance constante  s de  O . 
Soit en coordonnŽes normales :   

s2 = x! x! = Cte,  x
! = a! s . 

Dans un syst•me de rep•res adaptŽs, un rayon de la sph•re a pour direction  a
a = Cte le long 

de chaque gŽodŽsique issue de lÕorigine, et la position relative de deux points infiniment 
proche de la surface sera donnŽe par (8) o•  dx!  est tel que :   

d(s2) = x! dx! = 0. On a donc : 

               
  
!

a xa = dxa xa + 1
6
R.bcd

a xa xbxcdxd + 1
12

(Df R.bcd
a ) xa xbx f xcdxd +... 

le premier terme est nul par hypoth•se, et les autres le sont par les propriŽtŽs de symŽtrie du 
tenseur de courbure. 
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Donc le rayon est bien perpendiculaire ˆ la surface ˆ  lÕordre 3 inclus. 
Bien que   

x!dx
!

= 0 " a!dx
!

= 0  , ce produit scalaire ne reprŽsente pas le produit scalaire 

de la tangente au rayon et de la tangente ˆ la surface de la sph•re, car dans le rep•re adaptŽ, le 
vecteur tangent ˆ  la sph•re est donnŽ par  !

a  et non par  dxa  . aa  est la direction du rayon. 
Les coordonnŽes Ç polaires È t, aa  ressemblent ˆ  des coordonnŽes sphŽriques. Quand on se 

dŽplace ˆ  rayon constant, cÕest ˆ dire t = Cte , ! a  se rŽduit ˆ !
a
 . Nous allons calculer a

a
!
a

 
sachant que dÕapr•s (5c) cette quantitŽ est nulle en  O  . Le long des gŽodŽsiques issues de  O 
on a dÕapr•s (6a), dans le cas sans torsion : 

      !t (aa"
a
) = !t (aa) "

a
+ aa !t"

a
= 0 + aa daa + aaab

#ab = 1
2 d(aaa

a) + aaab
#ab  

et comme les rep•res sont orthonormŽs ! ab = " ! ba  , donc  ! t (aa"
a
) = 0  et donc : aa !

a
= 0  , 

qui montre le rŽsultat cherchŽ.  
 Dans les coordonnŽes t, aa  , la mŽtrique est : 

                  ds2 = ! a ! b " ab = (aa ab " ab)dt2 +!
a
!

b
" ab + 2aa!

b
" ab dt  

Le dernier terme est nul, et donc, pour les rep•res adaptŽs orthonormŽs, la mŽtrique se 
dŽcouple en une partie radiale et une partie Ç sphŽrique È : 

                                             ds2 =dt2 +!
a
!

b
" ab  

 
 
Réponse à l’exercice 2. 
  La courbure scalaire est :     
               R= ! "

# g$! R
.$ # !
" = ! "

# g$!
(%#&

.$!
" ' %! & .$#

" + &
.( #
" &

.$!
( ' &

.( !
" &

.$#
(
)  

A lÕorigine des coordonnŽes, pour des coordonnŽes de types cartŽsiennes (1), ce que nous 
supposerons jusquÕ̂ avis contraire, et dans le cas sans torsion, les troisi•me et quatri•me 
termes disparaissent puisque la connexion est nulle en ce point. On peut Žcrire, en O, car 
dÕapr•s (10) le tenseur mŽtrique nÕa pas de contribution du premier ordre : 
                                  R=!" (g#$ % .#$

" ) & !$ (g#$ % .#"
" )  

et compte tenu de 
  
! ." #

#
= $" ( g ) / g  , le second terme fait penser au Laplacien de g  

(section 4.4). En utilisant (11) le premier terme devient : g! " # .! "
$ = 2

3 R%
$ x% + O(x2)  , o• le 

tenseur de Ricci est pris en O . Donc : ! " (g#$ %.#$
" ) |O= 2

3 R&
" |O $"

& = 2
3 R|O  . 

Finalement :                 1
3
R |O=! " (g

#" g ! # (g
$
1

2 ) )  

Et comme dans les coordonnŽes normales Ç cartŽsiennes È : g |O= 1 on a : 

                                               1
3
R |O= ! (g

"
1

2 ) |O  
On aurait pu Žtablir directement ce rŽsultat ˆ partir de (10), car en se limitant ˆ  lÕordre 2 : 

                                   g = det(! ) +Tr(
1
3
R" # $% |O x

#
x

$ )  

et avec les relations de symŽtrie du tenseur de courbure : g = 1!
1
3

R" # x" x#  , donc : 
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g
!

1
2 = 1+

1
6

R" # x" x#   . Il reste ˆ  prendre le Laplacien des deux membres : 

! g
"

1
2 =

1

g
#$ (g$ % g

1
6

#%(R&' x&x' ) )  . Sachant que le tenseur mŽtrique est du second ordre 

ˆ  lÕorigine on obtient la relation Žtablie plus haut. 
Rappelons que ce rŽsultat est obtenu avec un syst•me de coordonnŽes de type (1), cÕest ˆ dire 
de type Ç cartŽsiennes È. Comment la formule obtenue est-elle modifiŽe si lÕon  passe ˆ  des 
coordonnŽes sphŽriques, par exemple ?  Appelons ces nouvelles coordonnŽes : 

y!{ } = (r," i )  , comme ˆ  lÕexercice 3 du chapitre 4, et gc  le dŽterminant du tenseur mŽtrique 

calculŽ prŽcŽdemment en coordonnŽes Ç cartŽsiennes È. On a : 
g! " = A!

#
A"

$
gc # $ % g = gc det(A)  , o• : A!

" = #x"
/ #y!  . En dŽfinissant : x! = r n!  , o• 

n!  est la direction du rayon, avec : n! n! = 1 , on a : dx! = dr n! + r " in
! d#i  , et donc : 

det A = r n! 1"  , o• : !  est lÕŽlŽment de surface de la sph•re euclidienne de rayon 1. Donc : 

gc

!
1
2 = r n! 1" / g   ,  et dans le cas des coordonnŽes sphŽriques : 1

3 R|O= ! (r n" 1# / g) |O  
 
 
 
Annexe : chemins homotopes . 
 
DŽfinition (voir par exemple [Wallace]): 
Soient  f  et  g  deux chemins dÕun espace topologique  E  , cÕest ˆ  dire deux applications 

continues de lÕintervalle 
  
I = 0,1!" #$ dans E . On dit que ces deux chemins sont homotopes dans 

 E  sÕil existe une application   F(s,u)  continue, du carrŽ   I
2  dans E , telle que : 

                                       F(s,0) = f (s) , F(s,1) = g(s)  
quel que soit s. 
 
Si   f (0) = g(0) = x  et   f (1) = g(1) = y  , on dit que les chemins  f  et  g  sont homotopes avec 
les extrŽmitŽs  x  et 

 y
 fixes. 

Si  x = y les chemins  f  et  g  sont des chemins fermŽs ayant  x  pour point de base. 
 
DŽfinition : 
Un espace topologique  E  est simplement connexe par rapport ˆ  un point de base  x  si tout 
chemin fermŽ de  E  ayant  x  pour point de base peut •tre contractŽ de mani•re continue en ce 
point. 
 
Soient donc deux chemins  f  et  g  de  V

n  joignant deux points  x  et y . LÕapplication  h  de   I  

dans  V
n  dŽfinie par : 

  
h(s) = f (2s) , s! 0,1/ 2"# $%,  

  
h(s) = g(2(1! s)) , s" 1/ 2,1#$ %& est 

un chemin fermŽ basŽ en x . 
 
Inversement, soit  h  un chemin fermŽ basŽ en x , cÕest ˆ dire une application   h(s) , s ! I  telle 

que   h(0) = h(1) = x , si  V
n  est simplement connexe, il existe une application   H (s,u) de   I

2  

dans  V
n  telle que  H(s,0) = x , H(s,1) = h(s) .  On pose :   



 10 

                               

  

f (s,u) = H(s/ 2,u) , s! 0,1"# $%

g(s,u) = H(1&s/ 2,u) , s! 0,1"# $%
 

ceci dŽfinit deux familles de chemins allant respectivement du point  x  au 
point  y = H(1/ 2,u) . 

LÕapplication  
  
Gu(s,t) = H t

s
2

+ (1! t)(1!
s
2

), u
"

#$
%

&'
, t ( 0,1)* +,   rend les chemins   f (s,1)  et 

  g(s,1)  homotopes. 
 
 
 
 
 


