
 1 

20.  GŽomŽtr ie de  H n  (premi• re partie). 
 
Une grande partie de ce qui est prŽsentŽ dans ce chapitre peut •tre transposŽ au cas des 
espaces ˆ  courbure constante positive (les sph•res de lÕespace euclidien). Dans ce chapitre et 
les deux suivants la torsion est nulle. 
 
 
1. CoordonnŽes normales.  
 
Au chapitre 2, lÕespace  H

n  a ŽtŽ dŽfini comme la moitiŽ supŽrieure de la sph•re de rayon 

 
K  dans lÕespace  M

n+1. A savoir si 
 

x!{ }  sont des coordonnŽes cartŽsiennes de   M
n+1  , 

dÕorigine 
 
O

M
 ,  H

n  est la surface dŽfinie par :  

                                               
  

x! x! " xn xn
= K

! =0

n" 1

#  

avec :   K < 0  et 
 
xn ! K  . 

Maintenant posons 
 
R= K   ( R  est le rayon de la Ç sph•re È, la courbure scalaire de  H

n  

sera notŽe  RH
 ) et passons en coordonnŽes sphŽriques: 

                    

  

x0 = Rsh! c
1

; c
1

= cos("
1
) , s

1
= sin("

1
)

x1 = Rsh! s
1

c
2

; c
2

= cos("
2
) , s

2
= sin("

2
)

...

xi = Rsh! s
1

...si ci +1
; i < n#1

...

xn#1 = Rsh! s
1

...sn#2
sn#1

xn = Rch!

                            (1) 

o• :  ! " 0  ,  !i " 0,#[ ]  si  i = 1, ...,n ! 2  , et  ! n" 1 # 0, 2$[ ]  . 

Avec ce choix la mŽtrique de  H
n  est : 

         

  

ds2 = (dx0)2 + ...+ (dxn! 1)2 ! (dxn)2

= R2 d" 2 + sh2" ( (d#1)
2 + s1

2(d#2)2 + ...+ s1
2...sn! 2

2(d#n! 1)
2)$% &'

                      (2a) 

                                                                                                                 
Dans la suite, pour effectuer les calculs nous prendrons le cas n=3, cela ne g•nera en rien la 
gŽnŽralisation au cas n quelconque, comme on pourra le vŽrifier. Pour le cas n=3 : 

                                  
  
ds2 = R2 d! 2 + sh2! ( (d" 1)

2 + s1
2(d" 2)2)#$ %&                                  (2b) 

Nous retrouvons la forme des coordonnŽes normales (11.14). LÕorigine des coordonnŽes 
normales est le point  ! = 0 , qui est le point   (0,0,0,R)  dans   M

4  . Dans la section 3 ci-apr•s, 

nous montrerons que les courbes   ! 1 = Cte , ! 2 = Cte  ,  s= !  , sont des gŽodŽsiques radiales, 

cÕest ˆ  dire issues de lÕorigine, et par consŽquent les coordonnŽes  ! , " 1, " 2
 , constituent bien 

des coordonnŽes normales. 
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Note : ConformŽment ˆ  lÕexercice 2.1, lÕŽlŽment linŽaire est euclidien. On aurait pu dŽfinir la 
sph•re en choisissant   K > 0  , et en faisant le changement de variables : 

                                                

  

x0 = Rch! c1

x1 = Rch! s1 c2

x2 = Rch! s1 s2

x3 = Rsh!

 

alors la mŽtrique rŽsultante nÕaurait pas ŽtŽ euclidienne, mais pseudo euclidienne, et de la 

forme :            
  
ds2 = R2 ! d" 2 + ch2" ( (d#1)

2 + s1
2(d#2)2)$% &'  

 
 
2. CoordonnŽes stŽrŽographiques. 
 
ConsidŽrons dÕabord le cas de la sph•re ˆ deux dimensions   S

2  plongŽe dans lÕespace 
euclidien ̂  trois dimensions. Les coordonnŽes stŽrŽographiques sont obtenues en projetant les 
points de la sph•re sur un plan  P  tangent ˆ celle-ci en un point donnŽ ˆ  partir du point 
diamŽtralement opposŽ. Dans le calcul qui suit le plan  P  est tangent au pole nord  N  et la 
projection est faite ˆ partir du pole sud  S . Le pole sud est renvoyŽ a lÕinfini. 
 

O

S

NP

A

B

 
 
Si x et y dŽsignent des coordonnŽes cartŽsiennes dÕorigine N  dans le plan P, lÕŽlŽment de 
longueur sur la sph•re est : 

                                         

  

ds2 =
1

1+
! 2

D2

"

#$
%

&'

2
(dx2 + dy2)  

o• D est le diam•tre de la sph•re, et   ! = distance(N,B) = x2 + y2   est la coordonnŽe radiale 
dans le plan P. 
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On peut faire la m•me chose dans le cas de  H
n  et projeter ˆ  partir du point  S de coordonnŽes 

  (0,...,0,! R)  sur le plan perpendiculaire ˆ lÕaxe de la coordonnŽe  x
n  et passant par   (0,...,0,R)  

. 

On se donne de nouvelles coordonnŽes 
  

y!{ } ; 0 " ! " n#1 , dans le plan  x
n = R  . 

En cherchant lÕintersection de la droite SA avec le plan P, on obtient : 

                                                    
  
y! =

2Rx!

(R+ xn)
                                                                   (3a) 

et dans le plan P on a : 

           
  
y2 = y! y!

! =0

n" 1

# =
4R2

(R+ xn)2
x! x! =

4R2

(R+ xn)2
(K + (xn)2) =

4R2 (xn " R)

(R+ xn)
                 (3b) 

on peut donc exprimer  x
n en fonction des nouvelles variables 

 
y!{ } via   y

2  et donc exprimer 

toutes les coordonnŽes  
 

x!{ } en fonction des 
 

y!{ } et donc dŽduire lÕŽlŽment linŽaire en 

coordonnŽes stŽrŽographiques : 

                                                  

  

ds2 =
( dy! " ! #dy# )

1$
y2

4R2

%

&'
(

)*

2
                                                              (4) 

o• ! " #  est la mŽtrique euclidienne.  

En coordonnŽes stŽrŽographiques lÕŽlŽment linŽaire de  H
n  est donc conformŽment plat. 

Nous allons y revenir lors de la discussion du disque de PoincarŽ, qui permet une 
reprŽsentation de lÕespace hyperbolique dans lÕespace euclidien. 
Rempla•ant  x

n = Rch!  dans lÕexpression de 
  y

2  donne la correspondance :                  

                                                   
   
!
y = 2Rth(! / 2)  

 
 
3. GŽodŽsiques de  H

n  . 
  
Pour trouver les gŽodŽsiques de   H

n  nous considŽrerons le cas n=3, la gŽnŽralisation ̂  
nÕimporte quelle dimension est facile, et nous prendrons R=1 afin de simplifier les Žquations. 
Partons de la mŽtrique (2b) re Žcrite : 
                    ds2 = R2 ( d! 2 + sh2! ( (d")2 + s2 (d# )2) ) ; s= sin"                          (5) 
Les coordonnŽes seront ŽtiquetŽes dans cet ordre :  ! ," ,#  . 
Les symboles de Christoffel non nuls sont (avec   s= sin!   et   c = cos!   et quel que soit  R )  : 

                   

  

! 22
1 = " sh# ch# ; ! 33

1 = " sh# ch# s2 ; ! 12
2 =

ch#
sh#

! 33
2 = " sc ; ! 13

3 =
ch#
sh#

; ! 23
3 =

c
s

                          (6) 

 
Les composantes non nulles du tenseur de courbure sont alors (quel que soit R) : 
                     

  
R.212

1 = ! sh2(" ) , R.313
1 = ! sh2(" )s2 = R.323

2                                             (7) 



 4 

ce qui sÕŽcrit : 
  
R! " #$ = %

1

R2
(g! # g" $ %g! $ g" # )  

Le tenseur de Ricci est donc : 
  
R
! "

= #
2

R2
g
! "

 et la courbure scalaire :  
  
RH = !

6

R2
      (8) 

 
 
Maintenant on simplifie en choisissant : R= 1 . Les Žquations des gŽodŽsiques Žtant : 

                               
   

dki

ds
+ ! j k

i k j kk = 0 ; ki =
dxi

ds
,

!
k

2
= 1 

on a les trois Žquations suivantes. 

                                  

  

dk
1

ds
! sh" ch" (k

2)2 ! sh" ch" s
2 (k

3)2 = 0

dk
2

ds
+2

ch"
sh"

k
1
k

2 ! sc (k
3)2 = 0

dk
3

ds
+ 2

ch"
sh"

k
1
k

3 + 2
c

s
k

2
k

3 = 0

                                 (9) 

et la contrainte :  
   

!
k

2
= (k1)2 + sh2! ( (k2)2 + s2(k3)2) = 1  

Si   k
3 = 0  , la troisi•me Žquation est identiquement satisfaite. Cela veut dire  ! = Cte . 

On cherche lÕŽquation dÕune gŽodŽsique allant dÕun point A ˆ  un point B donnŽ. On peut 
toujours supposŽ que A et B aient la m•me coordonnŽe azimutale. Si tel nÕest pas le cas, 
puisque la mŽtrique utilisŽe comporte une partie sphŽrique on peut toujours faire une rotation 
autour de lÕorigine pour se ramener ˆ  cette situation. On ferait la m•me chose dans  H

n  , cÕest 
ˆ  dire quÕon pourrait toujours faire un rotation autour de lÕorigine pour annuler les n-3 
derni•res coordonnŽes angulaires pour les deux points A et B, et se ramener au cas n= 3. 
Nous supposerons donc dŽsormais que les points A et B ont m•me azimut.  
Une solution particuli•re des Žquations est :   k

2 = 0 ; k3 = 0 ; k1 = 1 ce qui veut dire : 
                                       ! = Cte ; " = Cte ; # = s 
et qui correspond ̂  des gŽodŽsiques radiales, cÕest ˆ  dire passant par lÕorigine. 
Revenons au cas o• les points A et B sont quelconques, mais de m•me azimut. Dans ce cas le 
probl•me admet une solution  ! = Cte . Ceci est un point important, cela veut dire que la 
gŽodŽsique AB est contenue dans la surface dŽfinie par  ! = Cte , cÕest ˆ  dire contenue dans la 
surface dŽfinie par les vecteurs tangents aux gŽodŽsiques OA et OB en  O (o•  O est lÕorigine 
des coordonnŽes). La surface gŽodŽsique en  O est donc totalement gŽodŽsique, cÕest un plan 
(section 14.4). 
 

En utilisant la contrainte 
   

!
k

2
= (k1)2 + sh2(! )(k2)2 = 1 , qui est vŽrifiŽe par les deux 

premi•res Žquations de (9) (pour   k
3 = 0  ), la premi•re Žquation devient : 

                                              
  

dk
1

ds
!

ch"
sh"

(1! ( k
1)2) = 0                                                  (10) 

Elle sÕŽcrit :     !!! sh! = (1" !! 2 ) ch!  , o• le point indique la dŽrivation par rapport ˆ  s. En 
posant  y = ch!  , on obtient lÕŽquation :   !!y = y  , qui a pour solution :  y = ! chs+ " shs , o• 

 ! ,"  sont des constantes. Pour distinguer la longueur dÕun arc sur la gŽodŽsique AB, de la 
notation gŽnŽrale s, on utilisera la lettre t, et on Žcrit la solution sous la forme:   
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                                          ch! = " ch(t # t0)   ,  (! " 1)                                                     (11) 
 

Notons que 
   

d!
dt

! " sh(t # t0)  , et donc que le point tel que    t = t0
 est le point de la 

gŽodŽsique AB le plus proche de lÕorigine (sauf cas particulier). DÕautre part on a 
  

d !
dt

= k
1 , 

qui est une des composantes du vecteur tangent ˆ la gŽodŽsique AB, donc en   t = t0
 , le 

vecteur tangent ˆ  AB est perpendiculaire ˆ  la gŽodŽsique radiale joignant O ˆ ce point. 
 
Reste ˆ  dŽterminer les constantes !  ,   t0

 et ˆ trouver la relation entre t et !  . Utilisons la 

contrainte 
   

!
k

2
= 1 , on obtient : 

                 

  

(k2)2 =
d!
dt

"

#$
%

&'

2

=
1

sh2 (
1)

d(
dt

"

#$
%

&'

2"

#
$
$

%

&
'
'

=
1

sh2 (
1)

* 2 sh2(t ) t0)

sh2 (

"

#
$

%

&
'  

dÕo•, avec (11) :                
  
! =

± " 2 #1

(" 2 ch2(t # t0) #1)0

t

$ dt  

Cette intŽgrale se calcule en faisant le changement de variable 
  
u = th(t ! t0) , ch2 z =

1

1! th2 z
, 

on obtient finalement la solution pour lÕŽquation des gŽodŽsiques: 

                                        

  

ch! = " ch(t # t0)

tg$ =
th(t # t0) + th(t0)

" 2 #1# th(t # t0)th(t0)
" 2 #1

                                        (12) 

dans la suite on appelle   a   la distance OA et   b  la distance OB. 
 
 

O

A

B

a

b

!

M
" t

 
 
 On a donc : 

  cha = ! ch(t0)  et   chb = ! ch(s" t0)  o• s est la longueur de lÕarc AB, et lÕon obtient : 

                     
  
chs= ch(t0 + s! t0) =

1

" 2
cha chb+ ch2a!" 2 ch2b!" 2#
$%

&
'(
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 !
2  peut •tre obtenu en considŽrant lÕangle  ! AB

 entre OA et OB. Si, au lieu dÕexprimer la 

relation entre le param•tre t et  tg!  , on calcule  cos!  , on obtient avec   cos2! = 1/ (1+ tg2! )  

et    
  
th(s! t0) =

sh(s! t0)

ch(s! t0)
=

ch2b! " 2

chb
, th(t0) =

ch2a ! " 2

cha
   : 

                   
  
cos! AB sha shb" 2 = ± (" 2 #1) cha chb# ch2a # " 2 ch2b# " 2$

%&
'
()
 

et finalement la distance entre A et B est donnŽe par : 
 
                                       chs= cha chb! sha shbcos" AB

                                                (13a) 
 
o•  ! AB

 dŽsigne lÕangle que font les vecteurs tangents aux gŽodŽsiques OA et OB en O. 
 
Nous avons choisi R=1 pour mener le calcul, dans la cas gŽnŽral on aurait : 

                         
  
ch

s
R

!

"#
$

%&
= ch

a
R

!

"#
$

%&
ch

b
R

!

"#
$

%&
' sh

a
R

!

"#
$

%&
sh

b
R

!

"#
$

%&
cos( AB

                                (13b) 

 
Cette relation rappelle la distance de deux points sur une sph•re de rayon unitŽ, dans  !

3 , que 
lÕon obtient en considŽrant lÕangle !  entre deux directions  (! 1," 1)  ,  (!2,"2)  , qui est donnŽ 
par le produit scalaire des deux vecteurs unitaires portŽs par ces directions : 
                              cos! = cos! 1 cos! 2 + sin! 1 sin! 2 cos(" 1 # " 2)  

En fait il sÕagit du produit scalaire dans   M
4  des directions  OM A et  OM B  , o•   OM

 dŽsigne  

lÕorigine des coordonnŽes de   M
4  . 

 
Revenons aux coordonnŽes stŽrŽographiques. En rempla•ant    cha, sha, chb, shb  en fonction 

de 
  
ya

2
 et 

  
yb

2
 dans (13b) , et en sachant que la reprŽsentation stŽrŽographique conserve les 

angles (puisque conformŽment plat) , on obtient : 

                                         

   

ch
s

R

!

"#
$

%&
= 1+

2
!
y

a

2R
'

!
y

b

2R

2

1'
y

a

2

4R2

!

"
#

$

%
& 1'

y
b

2

4R2

!

"
#

$

%
&

                                            (14) 

 
 
 
Exercice 1 
Montrer, en utilisant la formule (13) que, dans  H

n  , deux gŽodŽsiques issues dÕ un m•me 
point ne se recoupent jamais. 
Cela veut dire que par deux points donnŽs, aussi ŽloignŽs soient ils,  il ne passe quÕune seule 
gŽodŽsique. 
Montrer que ces gŽodŽsiques Ç divergent È plus vite que deux droites dÕun plan euclidien qui 
se coupent (voir aussi la section 12.1). 
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Exercice 2 
Dans le triangle OAB ci-dessus, calculer lÕangle que font OA et AB en A en fonction de a, b 
et  ! AB

 . 

Montrez la relation :                   
   

sinOAB!

shb
=

sin AOB!

shsAB

                                                        (15) 

 
Exercice 3 
GŽnŽraliser les relations trigonomŽtriques du  triangle rectangle euclidien au triangle 
rectangle de lÕespace hyperbolique. A savoir, en supposant lÕangle en A droit : 

                                       

  

tha = c thb , c = cos! AB

shsAB = sshb , s= sin! AB

chb= chsAB cha

                                                   (16a) 

La derni•re relation gŽnŽralise le thŽor•me de Pythagore, pour sÕen convaincre il suffit de 
dŽvelopper les  ch pour   a, b petits. Puis montrer : 

                                           

  

chsAB =
c

cha c2 ! th2a

shsAB =
ssha

cha c2 ! th2a

                                                       (16b) 

et enfin :                                      cosOBA! = scha 
 
 
 
 
Dans le triangle  OAB  nous allons exprimer la distance  ! = OM  en fonction des angles 

   ! 1 = AOM!  et    ! 2 = BOM!  . 

Supposons  a  et  b connus. On appelle  s  la distance  AB  ,   t1 la distance  AM  et   t2
 la 

distance BM . On suppose  M  situŽ entre  A et  B  . Nous Žcrirons comme dÕhabitude : 

  c1 = cos(! 1) , s1 = sin(! 1) , c2 = cos(! 2) , s2 = sin(! 2)  . 

Les relations (15) combinŽes au fait que   AMO! = ! " BMO!  entra”nent : 

                                                 
  

sh(a)s1

sh(t1)
=

sh(b)s2

sh(t2)
 

Donc :   ch(s) = ch(t1)ch(t2) + sh(t1)sh(t2) sÕŽcrit : 

               
  
sh(a)ch(s)s

1
= ch(t

1
) sh2 (a)s

1

2 + sh2 (t
1
)sh2 (b)s

2

2 + sh2 (t
1
)sh(b)s

2
 

Ceci se rŽduit, apr•s ŽlŽvation au carrŽ , ˆ : 

                                          
  
th(t1) =

sh(a)sh(s)s1

sh(b)s2 + ch(s)sh(a)s1

 

 
Pour calculer !  on utilise :  

       ch(! ) = ch(a)ch(t1) " sh(a)sh(t1)cos(BAO! ) = ch(t1) ( ch(a) " sh(a)th(t1)cos(BAO! ))  

qui avec lÕexpression de   th(t1)  ci dessus et  : 
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cos(BAO! ) =

ch(b)sh(a) ! sh(b)ch(a)c
sh(s)

                                     (17) 

obtenu ̂  lÕexercice 2, devient : 

                             
  
ch(! ) = ch(t1)

ch(a)sh(b)s2 + sh(a)ch(b)s1

sh(b)s2 + ch(s)sh(a)s1

 

On pose :   ch(! ) = ch(t1) A  , et on calcule : 
  
th2(! ) =

ch2(! ) " 1

ch2(! )
=

A2 " 1+ th2(t1)

A2
 

On obtient :               
  
th(! ) =

sh(a)sh(b) (s1
2 +s2

2 + 2s1s2c)
1

2

ch(a)sh(b)s2 + sh(a)ch(b)s1

 

 
Ceci se simplifie encore car   s2 = sc1 ! cs1

 , et finalement ( M  entre  A et  B ) : 
 

                                              
  
th(! ) =

th(a)th(b)s
th(a)s1 + th(b)s2

                                              (18) 

 
Si  M  est situŽ hors du segment  A et  B  (mais sur la gŽodŽsique AB ) la formule ˆ  utiliser se 
dŽduit de (18) en changeant les noms des points. Par exemple si  M est du cotŽ de  B  on aura : 

                                
  
th(! ) =

th(a) th(b)s

th(a)s1 " th(b)s2

, s = sin(#1 " #2)  

 
 
4. Les isomŽtr ies de  H

n . 
 
Lors dÕune transformation isomŽtrique, deux points A et B de  H

n  sont transformŽs 
respectivement en deux points AÕ et BÕ en conservant leur distance relative. DÕapr•s 

lÕinterprŽtation de la formule (13) en terme de produit scalaire dans   M
n+1  , les vecteurs 

  OM A
! "! ! !!

 

et   OM B
! "!!!!

 ont m•me produit scalaire que les vecteurs   OM !A
! "! ! ! !

 et 
  OM !B
! "! ! ! !

 , o•, rappelons le,  OM
 

dŽsigne  lÕorigine des coordonnŽes de   M
n+1  . Par consŽquent une isomŽtrie de  H

n  est une 
transformation de   M

n+1  qui conserve les produits scalaires et qui laisse le point  OM
 invariant. 

CÕest donc un ŽlŽment du groupe O(n,1). 
RŽciproquement, les ŽlŽment du groupe O(n,1) agissant dans   M

n+1  conservent les produits 
scalaires, et donc les modules, la sph•re de rayon K de   M

n+1  est donc conservŽe. Le sous 
groupe de O(n,1) qui applique  H

n  sur  H
n  , cÕest ˆ  dire qui conserve la partie   x

n > 0 de la 
sph•re,  correspond au groupe dÕisomŽtrie de  H

n . Il sera notŽ   I (H n)  . 
 
 
5. Les gŽodŽsiques de  H

n  sont des arcs de grand cercle. 
  
Pour le voir revenons au formalisme du plongement dÕune hypersurface dans un espace, ici 

  M
n+1  . On peut toujours, dans  H

n  , considŽrer le point A comme origine des coordonnŽes 
normales, et donc la gŽodŽsique AB comme une gŽodŽsique radiale issue de A. 
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 Les vecteurs tangents a  H
n  dans   M

n+1  satisfont lÕŽquation (13.5) :  
   
! "

!
f# = $ .#"

%
!
f% & K .#"

i !
n

i
. 

Dans notre cas il nÕy a quÕun seul vecteur   
!
ni

 et il est donnŽ par le vecteur   OM M
! "! ! ! !!

 de   M
n+1  qui 

joint lÕorigine 
 
O

M
 des coordonnŽes de   M

n+1  au point M de  H
n  (section 2.5). 

 Comme dans  H
n nous nous sommes ramenŽs au cas dÕune gŽodŽsique radiale, le vecteur    f1

!"
 

associŽ ˆ  la premi•re coordonnŽe interne de  H
n  est tangent ˆ  la gŽodŽsique AB. Il suffit de 

considŽrer lÕŽvolution du vecteur    f1
!"

  le long de AB.  

On a, dÕapr•s (6), 
 
!

.11

" = 0 quel que soit !  et quel que soit la coordonnŽe !  , donc 

   
! 1

!
f1 = " K .11

!
n  , qui veut dire que la variation de    f1

!"
 est selon   OM M

! "! ! ! !!
 , cela signifie que    f1

!"
 

reste dans le plan    ( f1
!"

,OM M
! "! ! ! !!

)  apr•s un dŽplacement  d!  . La gŽodŽsique AB est donc 

contenue dans un plan de   M
n+1  passant par  OM

 et contenant le vecteur tangent ˆ  AB en A. 
CÕest donc un arc de grand cercle. 
 
Une des consŽquences est quÕ̂ tout plan de dimension p de  H

n  correspond un p+1 plan de  

  M
n+1  passant par  OM

 , et rŽciproquement. 

 En effet, soit un p-plan P de  H
n  . ConsidŽrons un point M de ce plan, et considŽrons les 

gŽodŽsiques issues de M dans p directions orthogonales entre elles contenues dans P. Chaque 
gŽodŽsique et le point  OM

 dŽfinissent un 2 plan de   M
n+1  . Ces 2 plans sont tous orthogonaux  

dans   M
n+1  car les directions   

!
ti

 des gŽodŽsiques en M sont orthogonales entre elles et 

perpendiculaire ˆ   OM M . Ils dŽfinissent un p+1 plan de   M
n+1  , dont une base est 

   
(

!
ti{ } ,OM M

" !"""""
)  en M. 

Inversement, soit un p+1 plan de   M
n+1  passant par  OM

 et coupant  H
n  , et M un point de son 

intersection avec  H
n  . Soient 

  
!
ti{ }  p vecteurs de ce p+1 plan, orthogonaux entre eux, et 

tangents ˆ   H
n  en M, donc perpendiculaires ˆ   OM M  . Chaque 2 plan    (

!
ti ,OM M
" !"""""

)  de   M
n+1  , 

dŽfinit une gŽodŽsique dans  H
n  . On dŽfinit ainsi une p surface de  H

n  , gŽodŽsique en M, et 
par consŽquent, Žtant donnŽe la propriŽtŽ ŽnoncŽe ˆ  la section 2, une p surface totalement 
gŽodŽsique de  H

n  , cÕest ˆ  dire un p plan de  H
n  . 

 
 
 
6. Surface dÕun tr iangle gŽodŽsique. 
 
ConsidŽrons ˆ  nouveau le triangle OAB de la section 3, dans un espace hyperbolique ˆ  3 
dimensions, et la mŽtrique (5). 
On supposera que le triangle OAB est contenu dans une surface totalement gŽodŽsique 
dÕŽquation  ! = Cte . Dans le plan OAB on a donc :   ds2 = d! 2 + sh2! (d" )2  , et donc 

 g = sh!  . La surface du triangle sera donnŽe par : 

                                          
  
S = d!

0

! AB

" sh# d#
0

s !( )
"  

o•   s(! )  est la longueur de lÕarc de gŽodŽsique OM. LÕintŽgration est immŽdiate et donne : 
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S = ! "

AB
+ d"

0

"
AB

# ch(s(" ))  

Il faut donc calculer la longueur de lÕarc OM en fonction de !  . Pour simplifier les calculs on 
va dÕabord calculer la surface dÕun triangle rectangle en A. DÕapr•s lÕexercice 3 , on a 

 tha = cths , (  c = cos! ), dÕo• :  

                                               

  

ch(s(! )) =
c

(c2 " th2a)
1
2

 

et lÕintŽgrale devient : 
                                               S = arcsin(cha sin! ) " ! AB

 
S est linŽaire dans lÕun des angles, elle doit donc lÕ•tre dans tous les angles du triangle OAB. 
En utilisant la derni•re des relations Žtablie dans lÕexercice 3, cÕest ˆ  dire : 

   
cha sin! = cosOBA! = sin

"
2

# OBA!$

%&
'

()
, la surface du triangle rectangle en A devient :   

   
S =

!
2

" #AB " OBA!  . 

Un triangle quelconque peut toujours se ramener ˆ  deux triangles rectangles en prenant la 
perpendiculaire issue de O sur la gŽodŽsique passant par A et B. Sa surface est alors : 

                                        S = ! " AOB!
" OBA!

" OAB!  
Les calculs ont ŽtŽ menŽs pour   R= 1 , dans le cas gŽnŽral, la surface dÕun triangle gŽodŽsique 

sera :                            S = R2 ( ! " AOB! " OBA! " OAB! )                                                     (19) 
 
 
Exercice 4 
DŽduire de la formule de la surface du triangle que par un point extŽrieur ˆ une gŽodŽsique il 
ne passe quÕune seule perpendiculaire ˆ  cette gŽodŽsique. 
 
Exercice 5 
Soient deux gŽodŽsiques !  et !  de   H

2  se coupant en un point A avec un angle  a  . Soit une 
autre gŽodŽsique  ! '  coupant !  en B avec le m•me angle  a  selon la figure ci-dessous. 
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!

! Õ

"

a

a

A

B

 
 
Montrer que !  et  ! '  ne se coupent pas. 
 
 
 
7. Le disque de PoincarŽ. 
 
Les formules (3) qui font passer des coordonnŽes  ! ," ,#  aux coordonnŽes stŽrŽographiques et 

la mŽtrique (4) montrent quÕil existe une correspondance biunivoque entre  H
n  et la boule de 

rayon 2R de   !
n  , dans laquelle la surface   S

n! 1  de la boule correspond ̂  ! " #  . Ceci fournit 

donc une reprŽsentation de  H
n  , et donc une reprŽsentation facile ˆ  visualiser dans les cas 

n=2 et n=3. La mŽtrique exprimŽe en coordonnŽes stŽrŽographiques, est conformŽment plate, 
donc cette reprŽsentation conserve les angles, mais pas les distances. 
Cette reprŽsentation poss•de des propriŽtŽs tr•s intŽressantes. Montrons dÕabord que les 
gŽodŽsiques de  H

n  sont reprŽsentŽes par des arcs de cercle dont les extrŽmitŽs sont 
perpendiculaires ˆ  la sph•re   S

n! 1  . 
Re Žcrivons les relations qui font passer des coordonnŽes de   M

n+1  aux coordonnŽes 
stŽrŽographiques : 

                             

  

x! =
y!

1"
y2

4R2

; 0 # ! # n " 1 ; y2 = y! $! % y%

xn =

R 1+
y2

4R2

&

'(
)

*+

1"
y2

4R2

&

'(
)

*+
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Pour simplifier les calculs nous supposerons R=1 dans la suite de cette section, et  nous 
traiterons le cas de   H

2  mais la gŽnŽralisation ̂  nÕimporte quelle dimension est aisŽe. 
Une gŽodŽsique de   H

2  est un arc de grand cercle, cÕest ˆ  dire lÕintersection dÕun plan de   M
3  

avec   H
2  . Un plan de   M

3  a pour Žquation : 
                                                      x

2 + ! x0 + " x1 = 0 
qui en exprimant avec les coordonnŽes stŽrŽographiques devient : 

                                             
  
R 1+

( y)2

4R2

!

"#
$

%&
+ ' y0 + ( y1 = 0 

soit encore : 

                                   
  

y0

2R
+!

"

#$
%

&'

2

+
y1

2R
+ (

"

#$
%

&'

2

= ! 2 + ( 2 ) 1 

mais !  et !  ne sont pas quelconques, il faut que le plan coupe   H
2  . LÕintersection est 

donnŽe par :  
  
(x2)2 = K + (x0)2 + (x1)2 = (! x0 + " x1)2  . Dans le sous-espace euclidien ̂  

deux dimensions de coordonnŽes   x
0  et   x

1  , on peut Žcrire en posant   
!
! = (! ," )  et 

   x
!"

= (x0,x1)  : 

                                                         
   
K + x

!" 2

= (
"
! .x

!"
)2  

et en utilisant lÕinŽgalitŽ de Schwartz : 
   
K + x

!" 2

! "
!" 2

x
!" 2

 , dÕo• : 
   
K ! "

!" 2

#1
$
%&

'
()

x
!" 2

 

qui montre que :  (!
2 + " 2 #1) $ 0  . Par consŽquent lÕŽquation de la gŽodŽsique en 

coordonnŽes stŽrŽographiques est celle dÕun cercle de centre   ! 2R(" ,#)  et de rayon 

  2R (! 2
+ " 2 #1)

1

2  . 
Rappelons que la mŽtrique stŽrŽographique est conformŽment euclidienne, et donc deux 
gŽodŽsiques de   H

2  se coupant avec un certain angle seront reprŽsentŽes dans le disque de 
PoincarŽ par deux arcs de cercle se coupant avec le m•me angle.  
LÕŽquation du cercle se re Žcrit sous la forme : 
   ( y0 + 2! R) y0 + ( y1 + 2" R) y1 + 2! R ( y0 + 2! R) + 2" R ( y1 + 2" R) = 4R2(! 2 + " 2 #1)  
Maintenant soit O le centre du disque de PoincarŽ, M lÕintersection de la gŽodŽsique avec le 
bord du disque, et C le centre du cercle reprŽsentant la gŽodŽsique. Soient   ( y0, y1)  les 
coordonnŽes de M. Cette Žquation sÕŽcrit : 

                                      
   CM
! "! !

.OM
! "! !!

+ 2! Ry0 + 2" Ry1 = # 4R2  

Reprenons lÕŽquation qui suit celle du plan pour remplacer   2! y0 + 2" y1  , compte tenu du 

fait que le point M est sur le bord du disque et donc que : (y)2 = 4R2  , il reste :    CM
! "! !

.OM
! "! !!

= 0 . 
Par consŽquent : 
Dans le disque de PoincarŽ, les gŽodŽsiques de   H

2  sont reprŽsentŽes par des arcs de cercles 
qui coupent le bord du disque ˆ  angle droit. 
Le calcul fait pour Žtablir ces propriŽtŽs se gŽnŽralise ˆ  nÕimporte quelle dimension. Les arcs 
de gŽodŽsique devenant orthogonaux au bord de la boule de PoincarŽ. 
 
Un triangle dont les sommets sont Ç rejetŽs È ̂  lÕinfini est dit Ç triangle idŽal È. Dans la 
reprŽsentation de PoincarŽ ses sommets sont sur le bord du disque. Les angles au sommet sont 
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donc nuls et la surface du triangle est maximum et vaut !  , dÕapr•s (19). Avec le triangle 
idŽal, on a donc un exemple de surface dÕaire finie mais non compacte. On vŽrifie facilement 
que le triangle est symŽtrique. En effet, soit un triangle ABC  ; on consid•re lÕensemble des 
points Žquidistants des cotŽs  AB  et  AC  , ainsi que lÕensemble des points Žquidistants des 
cotŽs  CA et  CB . Leur intersection  I  est un point Žquidistants des trois cotŽs. La premi•re 
des relations (16a) implique donc que les gŽodŽsiques issues de  I  vers les sommets du 
triangle font toutes entre elles un angle de  2! 3 . 
 
 
Les sph•res de  H

n  sont reprŽsentŽes dans la boule de PoincarŽ par des sph•res. Ceci est une 
consŽquence directe de la formule (14). qui donne la distance entre deux points dans les 
coordonnŽs stŽrŽographiques. Cette formule permet dÕŽcrire lÕŽquation que doivent satisfaire 
les coordonnŽes dÕun point A pour •tre ˆ une distance constante dÕun point B ; on trouve alors 
lÕŽquation dÕune sph•re de lÕespace euclidien.  
 
Une isomŽtrie de  H

n  conserve les produits scalaires donc les angles. Dans la boule de 
PoincarŽ la mŽtrique est conformŽment plate et donc les angles de  H

n  conservent leur valeur, 
cela veut dire quÕune isomŽtrie de  H

n  est reprŽsentŽe par une transformation qui conserve les 
angles. Une isomŽtrie de  H

n  sera donc reprŽsentŽe par une transformation conforme de la 
boule de PoincarŽ dans elle-m•me, mais nous ne justifierons pas cette assertion. 
Inversement, une transformation conforme de la boule de PoincarŽ dans elle m•me qui 
conserve son bord est lÕimage dÕune isomŽtrie de  H

n  . En effet, considŽrons trois points 
formant un triangle gŽodŽsique. LÕimage de ce triangle par une transformation conforme de la 
boule sera un triangle qui aura les m•mes angles au sommet. Or dans  H

n  deux triangles 
gŽodŽsiques qui ont m•mes angles au sommet ont des cotŽs Žgaux. Contrairement au cas 
euclidien o• les triangles seraient simplement semblables. Donc lÕimage dÕune transformation 
conforme de la boule dans elle m•me est une isomŽtrie de  H

n  . 
 
 
 
8. Une autre reprŽsentation : le mod•le de K lein. 
 
Dans cette section on se place dans le cas ˆ  3 dimensions pour des raisons pratiques, mais la 
discussion se gŽnŽralise ˆ  nÕimporte quelle dimension. 
 
DÕune mani•re gŽnŽrale les formules ŽnoncŽes dans ce chapitre sÕappliquent au cas euclidien 
dans la limite o• la courbure est nulle, ou ce qui est Žquivalent dans le cas ou les distances 
sont infiniment petites devant R. La formule (18) devient dans le cas euclidien :  

  
! =

abs
as1 + bs2

 . Ceci est lÕŽquation dÕune gŽodŽsique (dÕune droite) dans lÕespace euclidien 

passant par les points  A  et  B  (avec, dans le cas prŽsent  M  situŽ entre  A et B ). 
Donnons nous une reprŽsentation de   H

3  dans lÕespace euclidien telle que la distance dÕun 
point ˆ  lÕorigine des coordonnŽes soit   th(! )  o• !  est la coordonnŽe dŽfinie en (1). Les 
coordonnŽes dans lÕespace euclidien de reprŽsentation sont dŽfinies par : 
                              

  
x1 = th(! )sc" , x2 = th(! )ss" , x3 = th(! )c                             (20) 
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et appelons :    x = ((x1)2 + (x2)2 + (x3)2 )
1

2 = th(! )   la distance ˆ  lÕorigine. Cette reprŽsentation 
est donc contenue dans un disque de rayon 1. 
 
 
La formule (18) et sa limite euclidienne montre quÕune gŽodŽsique de   H

3  sera reprŽsentŽe 
par une droite dans lÕespace euclidien.  
 
Soient deux points  x  et  y  du disque de rayon 1 de lÕespace euclidien. La distance angulaire 
entre ces deux points vus de lÕorigine des coordonnŽes est la m•me dans les deux espaces 
dÕapr•s la dŽfinition (20) des coordonnŽes. Donc, dÕapr•s (13a) , la distance de ces deux 
points sera: 

                                           

   

ch(s) =
1

1! x2 1! y2
1! x

!
.y
"!

"
#

$
% 

 
Enfin en diffŽrentiant les Žquations (20) et en rempla•ant dans (5) on obtient la mŽtrique de la 
reprŽsentation de Klein : 

                            
  
ds2 = ch4(! ) (dxi )2

i
" # (xi dxj # x j dxi )2

i < j
"

$

%&
'

()
 

avec :                       

  

ch4(! ) =
1

(1" th2(! ))2
=

1

1" (xi )2

i
#

$

%&
'

()

2
 

On peut comparer ceci au   ds2   (11.12)  des coordonnŽes normales. En posant :  
                                  

  
x1 = ! sc" , x2 = ! ss" , x3 = ! c  

(5) sÕŽcrit :     
  
ds2 = (dxi )2

i
! + "

1

#2
+

sh2(#)

#4

$

%&
'

()
(xi dxj " x j dxi )2

i < j
!  

 
 
 
 
Solution de lÕexercice 1. 
Soient deux gŽodŽsiques issues dÕun point O que lÕon prendra comme origine des 
coordonnŽes normales, et soit !  lÕangle quÕelle font en O. Posons   c = cos!  . Si ces deux  
gŽodŽsiques se recoupent en un point A situŽ ˆ la distance a sur la premi•re et b sur la 
seconde, la formule 13 devient (s=0) : 
                                            

  cha chb! sha shb c = 1 
que lÕon peut re Žcrire : 

                           
  

cha chb! sha shb + sha shb (1! c) = 1

ch(a ! b) = 1! sha shb (1! c)
 

or   (1! c) " 0 quel que soit c, dÕo•    ch(a ! b) " 1    (a,b ! 0)  , ce qui nÕest possible que si a=b. 
Donc en revenant ˆ  lÕŽquation ci dessus : 
                         ch2 a ! sh2 a + sh2 a (1! c) = 1+ sh2 a (1! c) = 1 
qui a pour solution a=0, cÕest ˆ  dire A=O, ou c=1, cÕest ˆ  dire que les gŽodŽsiques sont 
confondues. 
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Par consŽquent, deux gŽodŽsiques de  H
n  , issues dÕun m•me point ne se recoupent jamais. 

Supposons  OA = OB = a , la distance  AB = s est donnŽe par : 
         chs= ch2 a ! sh2a c = 1+ 2 sh2a sin2(" / 2) = ch(2a)sin2(" / 2) + cos2(" / 2)  
alors que, dans le plan euclidien, la distance  AB  est donnŽe par :   AB = 2 a sin(! / 2)  . 
On vŽrifie, en dŽveloppant ordre par ordre, que : 
                        ch(2a sin(! / 2)) " ch(2a)sin2(! / 2) + cos2(! / 2)  

et donc que deux gŽodŽsiques de   H
2  divergent plus vite que deux droites du plan eucldien. 

 
Solution de lÕexercice 2. 
 Il suffit dÕappliquer deux fois la formule qui donne la longueur dÕun arc de gŽodŽsique, 
dÕabord : 

                                 
   
cosOAB! =

cha chsAB ! chb

sha shsAB

 

puis de remplacer  sAB
 par son expression, ˆ  savoir :   chsAB = cha chb! sha shbc  , o• 

  c = cos! AB
 , pour obtenir :   

   
cosOAB! =

chb sha ! shb cha c
shsAB

 

Maintenant, on a : 

   

sin2 OAB! = 1! cos2 OAB!

= sh2sAB ! (chb sha ! shb cha c)2"# $%/ sh2sAB

= (cha chb! sha shb c)2 ! (chb sha ! shb cha c)2"# $%/ sh2sAB

=
shb sin AOB!

shsAB

&

'
(

)

*
+

2

 

 
 
Solution de lÕexercice 3. 
 Reprenons la relation obtenue au dŽbut de lÕexercice prŽcŽdent : 

                                 
   
cosOAB! =

chb sha ! shb cha c
shsAB

 

Pour 
   
OAB! =

!
2

 , cÕest ˆ  dire    cosOAB! = 0 , on a immŽdiatement : tha = c thb. 

Utilisant la relation de lÕexercice 2 pour    sinOAB! = 1 donne : 
                                    

  shsAB = sshb , s= sin! AB
 

maintenant il suffit dÕŽliminer lÕangle des deux relations prŽcŽdentes par la relation 

  c
2 + s2 = 1 pour obtenir :  chb = chsAB cha  . 

DÕapr•s la relation  shsAB = sshb obtenue ci-dessus, on a : 

                                   
  

sh2 sAB = s2 sh2 b = s2 (ch2 b! 1)

= s2 (ch2sAB ch2 a ! 1)
 

dÕo• lÕon dŽduit : 
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chsAB =

c

cha c2 ! th2a
        et puis :  

  
shsAB =

ssha

cha c2 ! th2a
 

Enfin dans un triangle rectangle euclidien on a 
   
AOB
! + OBA

! =
!
2

" cosAOB
! = sinOBA

!  :  

Appliquons la premi•re des relations Žtablie dans cet exercice : 

                                        
   
cosOBA! =

thsAB

thb
=

shsAB

chsAB thb
 

et compte tenu des deux derni•res relations : 

                                           
   
cosOBA! =

ssha
c thb

=
ssha
tha

 

dÕo• finalement :                          cosOBA! = scha 
 
 
Solution de lÕexercice 4. 
 Reprenons la figure de la section 3, et supposons que OA et OB soient perpendiculaires ˆ la 

gŽodŽsique passant par A et B. Dans ce cas la surface du triangle OAB est   S = ! AOB!  , cÕest 
ˆ  dire nŽgative, ce qui est impossible. Il nÕy a donc quÕune seule perpendiculaire issue dÕun 
point sur une gŽodŽsique donnŽe. 
 
 
Solution de lÕexercice 5. 
 Supposons que les gŽodŽsiques !  et  ! '  se coupent en un point  O . On peut soit utiliser le 
m•me raisonnement quÕ̂ lÕexercice 4 ou bien utiliser les relations (15) qui montrent que 
 OA = OB = b , et donc on doit avoir (on pose  s= AB): 

                       ch(OB) = chb = chb chs! shb shscos(a)  
et :                  ch(OA) = chb = chb chs+ shb shscos(a)  
qui impliquent   s= 0  . 
 
 
 
 


