20. GZomZtrie de H" (premiere partie).

Unegrandepartie dece qui est prZsentZ dans ce chapitre peut *tre transposZ au cas des
espaces” courbure congante postive (les spheres del@space eudidien). Dansce chapitre et
les deux suivants latorsion est nulle.

1. CoordonnZes normales.

Au chapitre 2, I@space H" a AZ dZini comme lamoitiZ supZieure dela sphere derayon
1/‘K‘ dans|@space M "**. A savoir s {x’ } sont des coordonns cartZsennesde M™* |
d@rigine O,, , H" est lasurface dZinie pa :

n"1

! T
H X x "x"x" =K
=0

avec: K <0 et x"! ‘K‘ .
Maintenant poons R= ,/‘K‘ (R est lerayondela Csphere E,lacourbure scalairede H"
seranote R, ) et passonsen coordonns sphZiques:

x’ = Rsh! ¢, ; c =cos(",) , §=sin("))
x' = Rsh! sc, ;  c,=cos(")) , s =sin("))
X =Rsh/'s..sc, ; i<n#l (1)

X" = Rsh! 5..8,,S,
x" = Rch!
o0: /"0, 6¢€[0x]s i=1..,n12 e /. #[0,29].
Avec ce choix lamzariquede H" est :
ds’ = (dX°)* +...+ (dx™1)? ! (dx")?

= RAg "2 +sh®" ((d#)* +5°(d#,)* +..+ 5.5, ,° (0%, ))& (29

Danslasuite, poureffectuer les calculs nousprendronsle cas n=3, celanegeneraenrien la
ghZadisation au cas n qudconque comme on poutrale vzifier. Pourlecasn=3:

ds = R gd! Z+sh®l ((d")* + sf(d”z)z)oé (2b)
Nousretrouvonsla forme des coordonn&s nomales (11.14). L@riginedes coordonn£s
nomales est le point / =0 , qui est le point (0,0,0,R) dans M* . Dansla section 3 ci-apres,
nousmontreronsquelescourbes ! = Cre,! , = Cte , s= y , sontdes gZod/siquesradiales,
clest " direissues del@rigine et par consZquent les coordonn&s !, ", ", , condituent bien
des coordonn£s nomales.



Note : ConformZment "~ |@xercice 2.1, I@Zment linZiire est eudidien. On aurait pudZinir la
sphere en choisissant K >0 , et en faisant le changament devariables :

x* = Rch! ¢

x' = Rch! sc,

x* = Rch! §5,

x* = Rsh/
alorslamariquerZaultante n@urait pas 4Z eudidienne mais pseudoeudidienng et dela
forme : ds’=R* § d"*+ch®" ((d#)* +5°(d#%,)*)&

2. CoordonnZes stZr Zographiques.

ConsgdZonsd@bord le cas delasphere” deux dimensons S* plong£ dans|@space
eudidien " trois dimendons Les coordonnzs stZrZographigues sont obtenues en projetant les
points dela sphere sur unplan P tangent” celle-ci en un point donnZ" partir du point
diamzralement oppo&. Dansle calcul qui suit leplan P est tangent au polenord N et la
projection est faite " partir dupolesud S . Le pole sud est renvoyZal@nfini.

Si x et y dZsignent des coordonnzs cartZsiennes d@rigineN dansle plan P, IG1Zment de
longueur sur lasphere est :

dg=— 1 (d¢+dy)
" !2 %
1+
¥ D%
o+ D est lediametre delasphere, et ! = distance (N, B) = {x* + y* est lacoordonnz radiae
dansle plan P.




On peut fairelameme choe danslecasde H" et projeter ~ partir dupoint S decoordonnzs
(0,...,0,! R) surle plan perpendiculaire” |@xe dela coordonnz x" et passant par (0, ...,0,R)
On sedonnedenouvdlescoordonnés{ y"} ; 0" 1 " n#l,dansleplan x" =R .

En cherchant Idntersection deladroite SA avec leplan P, on obtient :
, _ 2RX

I 3
y Re ) (39
et dansleplanPona:
n'1 AR? 4R? AR (X"" R)
2 _ 'y = XX =—— (K+(x")V¥)=——~ +/ 3b
VEEYY SRy X T meey €O T Ry ()

on peut doncexprimer x"en fondion des nouveles variables { y' } via y? et doncexprimer

toutes les coordonn&s { X’ } en fondion des { y' } et doncdZuire |G Zment linZaire en
coordonns stZrZographiques :

dy' " d
dszz(y—-'#y? (@)
% .y (
1 N
& AR

o /., estlamZriqueeudidienne

En coordonns stZrZographiques |@ Zment linZaire de H" est doncconformZment plat.
Nousallonsy revenir lors deladiscussion du disquede PoincarZ, qui permet une
reprZsentation del@space hypeaboliquedans|@space eudidien.

Remplasant X" = Rch/ dans|@xpressionde y* donnela correspondance :
||=2Rth(! /2)

3. GZodZsiquesde H" .

Pour trouver lesgZod&iquesde H" nousconddzeronsle casn=3, lagzhzaisation”
n@mporte quele dimenson est facile, et nousprendronsR=1 afin desimplifier les Zguations
Partonsdelamarique(2b) re Zrite:

ds’ = R*(dy”+sh’y ((d6)*+s’(dg)®)) ; s=snb (5)
L es coordonn#s seront AiqueaZes danscet ordre: ! " ,# .
Les symboles de Christoffel nonnuls sont (avec s=sin/ et c=cos/ etqud quesoit R) :

11 ="sh#ch# ; 1| ="sh#ch#s" ; !zlzzm—#
sh#
(6)
| 2 _n . | 3 - Ch# . 1 3 - C
P a3 SC '13‘@ ’ '23_g
L es composantes non nulles du tenseur de courbure sontalors (qud quesoitR) :
R:.L212 = I mz( ”) ! R1.313 = I mz( ")82 = R.2323 (7)



P 1
cequisirit: R ., = %Q (9,,9., %9, ,9.,)

. 2 . 6
Letenseur deRicci est donc: R.s Z_E 9, € lacouburescdare: R, =!—  (8)

R2

Maintenant on simplifie en choisissant: R=1 . Les Zguationsdes gZodAiques Zant :

% o , : !
k=0 o k= e
5 ds J ds
onalestrois Zguaionssuivantes.
1
A\ sh e (k221 sh" ch" s?(k%)? =0
ds
k2 h”
d—+2c—”klk2! se (k)2 =0 (9)
ds sh
3 n
A o 2Kk =0
ds sh" K

!
etlacontainte: [k = (KY)?+sh?/ ((K?)? +$(k})?) =1
S k®*=0, latroisieme Zguaion est identiquament satisfaite. Cela veut dire ! = Cte .

On cherchel@guation d@negZodiqueallant d@n point A * un paint B donnZ On peut
toujours suppo¥ queA et B aientlameme coordonn£ azimutale. Si tel n@st pas le cas,
puisquela mAriqueutilisZe comporte unepartie sphZiqueon peut toujours faire unerotation

autourdeJCNO)rigine pou seramener ~ cette Situation. On ferait lameme chosedans H" clst
" dire qu@n pourrait toujours faire un rotation autour del@rigine pourannuler les n-3
dernieres coordonn#s angulaires pourles deux pants A et B, et se ramene au cas n=3.

Noussuppogronsdoncdzsormais queles points A et B ontmeme azimut.

Unesolution paticulisre des Zgquaionsest : k=0 ; k®*=0 ; k'=1 cequiveutdire:

I'=Cte ; "=Cte ; #=s
et qui correspond” des gZbdAiques radiaes, c@st ™ dire passant par |@rigine
Revenonsau cas o¢ les points A et B sont qudconques, mais dememe azimut. Dansce cas le
probleme admet unesolution ! = Cte . Ceci est un point important, celaveut dire quela
gZbdZ&iqueAB est contenuedanslasurface dZiniepar ! = Cte , c@st ~ dire contenuedansla
surface dZfinie par les vecteurs tangents aux gZod&iques OA et OB en O (o* O est |@rigine
des coordonn#s). La surface god&iqueen O est donc totalement gZodAique cl@st un plan
(section 14 4).

| -« -«
En utilisant lacontrainte \kf = (K)? + sh*(! ) (KY)? =1 , qui est vZifiZe pa les deux

premieres Zguaionsde (9) (pou k*®=0 ), lapremiere Zguation devient :

di* ch” o

TS (1 (1)) =0 (10)
Elles@crit: ¥ shy =(1—4*)chy , o le pointindiqueladZivation par rappott ~ s. En
posant y = chy , onobtientI@quaion: § =y , quiapoursolution: y=! chs+ " shs, oe
!'," sontdes condantes. Pour distingue lalonguer d@n arc sur lagzodZiqueAB, dela
notation gzhZale s, onutiliseralalettret, et on Zcrit la solution sousla forme:



ch! =" ch(t#t) , (! " 1) (11)

/
Notonsquec:j—'t! " sh(t#t)) , et doncquelepanttel que t =t estlepointdela
! 1

gZbdZiqueAB le plusproche del®@rigine (sauf cas particulier). D@utre part ona cii_t =k,

qui est unedes composantes du vecteur tangent ~ lagzbdAiqueAB, doncen t = t, . le
vecteur tangent > AB est perpendiculaire” lagzodZsiqueradiale joignant O ™ ce point.

Reste ~ dZermine lescondantes ! | t, et~ trouve lardaionentret et / . Utilisonsla

|
L2
contrainte ‘k‘ =1, onobtient:

e A% 1 d(%P 1Rt 1) %
(k)_ﬁa'&_ﬁ(ﬁ)ﬁﬁ'&'&_mz(f) (&
d®e, avec (11): =@ VT4

$(" Zeh(t#t,) #1) a

Cette intZgrale se calcule en faisant le changement devariable u = th(t ! t) ,ch’z=

1! th*z’
on obtient findement la solution pour|@quaion des gZd & ques:
ch! =" ch(t#t,)
_ th(t#t) +th(t,) a1 (12)
"2 1#th(t#t))th(t)

danslasuiteonappdle a ladistance OA et b ladisance OB.
On adonc:
cha=/ ch(t)) et chb=/ ch(s" t;) o* sest lalongueur del@rc AB, et |(@n obient:

chs=ch(t, +s-t)) = i[cha chb ++ch’a— o vehtb- az}
o

2



? peut stre obtenu en consdZant I@ngle ! . entre OA et OB. Si, au lieu d@xprimer la

relation entre le parametret et tg! , oncalcule cosd , onoltient avec cos’/ =1/ (1+tg?!)

sh(s! t.) _ch?p! "2 Jch?al "2
cha

= , th(t)=
ch(s! t,) chb &)

et th(s!t)=

cos! ,, shashb " ? =¥ *#1) chachb# Jehta# "2 \chtb# " 2'1
et findement ladistance entre A et B est donn2 par :

chs=chachb! shashbcos” (139

! o dZignel@ngle quefontles vecteurs tangents aux gZodiques OA et OB en O.

Nousavonschois R=1 pour mener le calcul, danslacas gzhzal on aurait

| | | | |
ch#E;— ch#%bch# bzb sh #326 = b;cos( - (13b)

Cette relation rappdle ladistance de deux points sur unesphere derayon unitZ, dans! *, que
|@n obtient en consdZant I@ngle 6 entre deux directions (! ,".) , (6,,¢,) , qui est donnZ

pa le produit scalaire des deux vecteurs unitaires portZs par ces directions:
cos!/ =cos/,cos!, +sn!/,sn/,cog", #",)

En fait il s@git du produit scalaire dans M* des directionsO,, A et O,,B , 0+ O,, dZigne
|@riginedes coordonnésde M* .

Revenonsaux coordonnzs stZrZographiques. En remplasant cha, sha, chb, shb en fondion

‘et ‘yb‘ dans(13b), et en sachant quela reprZsentation stZrZographiqueconserve les

angles (puisqueconformZment plat) , on obtient :

I 2

Vo Y

l's$ 2R 2R
chy—o=1+ 14
#R% 2 $! yb (19

# 4R§#I4R§(

Exercice 1l

Montrer, en utilisant laformule (13) que dans H" |, deux gbdA&iquesissues dQun meme
point ne se recoupent jamais.

Celaveut dire quepar deux pants donnz, aussi Aoignz soientils, il nepasse quQneseule
gzdA&ique

Montrer queces gbdAiques Cdivergent Eplusvite quedeux droites d@n plan eudidien qui
se coupent (voir aussi lasection12.1).



Exercice 2 N
Dansle triangle OAB ci-dessus calculer I@ngle quefont OA et AB en A enfondiondea, b

el .
snbAB _ sinAOB

Montrez larelation: (15
shb shs,,
Exercice 3 5
GinZaliser lesrelationstrigononriques du triangle rectangle eudidien au triangle
rectangle del@space hypabolique A savoir, en supposnt I@ngle en A droit :
tha=cthb , c=cos/
shs,,=sshb , s=sn/ (1639

chb=chs, cha

Ladernisrerelation gzhalise le thZoreme de Pythagore, pours@n convancreil suffit de
d4/eloppe les ch pour a, b pdits. Puis montrer :

chs, = c
AB 2| 112
cha\/c I th‘a (16b)
ssha
shs,, =
chavc?! th’a
et enfin : cosbBA: scha

Dansletriangle OAB nousalonsexprimer ladistance / = OM en fondion des angles
/.= AOM et !, = BOM .
Suppo®ns a et b connus On appdle s ladistance AB , t, ladistance AM et t, la
distance BM . On suppo® M situZentre A et B . NousZcrironscomme d®eabitude:
c,=coy’),s=sn(,),c,=coq’,),s,=€n(,) .
L esrelations(15) combinZes au fait que J'AMO =" EMO entra’nent :
sh(a)s _ sh(b)s,
sh(t)  sh(t,)
Donc: ch(s) = ch(t ) ch(t,) + sh(t ) sh(t,) scrit :
sh(@)ch(s)§ = chit, )|/ (a)s” + s (1) s (b)s” +sh’(t, ) sh(b)s,
Ceci se rZduit, apres AZvationau carrZ, " :
sh(a)sh(s)s
sh(b)s, +ch(s)sh(a)s

th(t,) =

Pourcalculer ! onutilise:
ch(!) = ch(a)ch(t) " sh(a)sh(t,) coq EAO) = ch(t)) (ch(a) " sh(a)th(t,) cog fSAO))
qui avec |@xpression de th(t) ci dessuset :



cos(fBAO) _ ch(b)sh(a)! sh(b)ch(a)c (17)
sh(s)
obtenu” I@xercice 2, devient :
ch(!) = ch(t) ch(a)sh(b)s, + sh(a)ch(b) s,
sh(b)s, + ch(s)sh(a)s
. _ D2y CHP()ML AT 14thR(L)
Onpos: ch(/)=ch(t) A ,etoncacule: th*(/) = () = e
On obtient : th(!) = sh(a)sh(b) (s® +s°+255.¢)°
ch(a)sh(b)s, + sh(a)ch(b) s,
Ceci sesmplifieencorecar s, =sc ! cs , etfindement(M entre A et B):
th(!) = th(a)th(b) s (18)
th(a)s +th(b)s,

Si M est situZhorsdu segment A et B (mais surlagZod&iqueAB) laformule” utiliser se
dZduit de (18) en changeant les noms des points. Par exemples M est du cotZde B onaura:

(1) = th(a)th(b)s
' th(a)s," th(b)s,

. s=sn@" #)

4.LesisomAriesde H".

Lors d@netransformationisomaricue deux points A et B de H" sonttransformzs
respectivement en deux points AQet BCen conservant leur distance relative. D@pre s

|Onterpraation de laformule (13) en terme de produit scalaire dans M ™" | les vecteurs OMA

et O,, B ontmeme produit scalaire queles vecteurs O,, Al et O, B! , o+, rappdonsle, O,

dzigne |@riginedes coordonn&sde M™' . Par consquent uneisomarie de H" est une
transormation de M ™" qui conserve les produits scalaires et qui laisse le point O,, invaiant.
C(st doncun AZment du groupeO(n,1).

RZciproquement, les 2Zment du groupeO(n,1) agissant dans M ™' conservent les produits
scalaires, et doncles modules, lasphere derayonK de M ™! est donccongservZe. Le sous
groupede O(n,1) qui applique H" sur H" , c@st ~ dire qui consrve lapatie x" >0 dela
sphere, correspondau grouped®somariede H". 1l seranotZ | (H") .

5. LesgdZsiquesde H" sont desarcsde grand cercle.

Pour le voir revenonsau formalisme du plongement d@inehypesurface dansun espace, ici

M ™! On peut toyours, dans H" consdzer le point A comme originedes coordonnzs
nomales, et donclagzod&queAB comme unegZodAiqueradialeissuedeA.



Lesvecteurstangentsa H" dans M™* satisfont IGquaion (135): ! j:f:$% j:fﬁ&K"

Dansnotre cas il nQ aqu@n seul vecteur n et il est donnZpar le vecteur O, M de M qui
joint 1@rigine 0, des coordonn£&sde M ™" au pointM de H" (section 2.5).
Comme dans H " nousnoussommes ramenz au cas d@negzodAiqueradiale, le vecteur 'fl

assodZ” lapremiere coordonn&internede H" est tangent ™ lagZod&iqueAB. Il suffit de
congdzer |@volution duvecteur f, lelongdeAB.

On a, d@pr-s(G) I .1 =0qud quesoit ! et qud quesoﬂ lacoordonn£ ! , donc

! f:" K, n quweutdlrequelavarlatlondef est selon O, M celasgmflequef

reste dansle plan ( 1:1,0M M) apresundZplacement d! . LagZdbdZsiqueAB est donc

contenuedansun plan de M ™" passant par O,, et contenant le vecteur tangent™ AB en A.
C(est doncun arc degrand cercle.

Unedes congZquences est quO tout plan dedimensionp de H" correspondun p+1 plan de
M ™! passant par O, et rZciprogquement.

En effet, soit unp-planPde H" . CongdZonsun point M dece plan, et consdZonsles
gddA&iquesissues deM dansp directionsorthogmaes entre elles contenues dans P. Chague

gZodZiqueet le point O,, dZinissentun 2 plande M"™* . Ces 2 plans sont tousorthogonaix
dans M ™" car les directions'éi des gdbdZ&iques en M sontorthogondes entre elles et
perpendiculaire”™ O, M . lls dZinissent un p+1 plan de M™" | dontunebase est
{t}.0,M) enm.

Inversement, soit unp+1 plan de M™" passant par O,, et coupant H" , et M un pointdeson
intersectionavec H" . SO|ent{ } p vecteurs dece p+1 plan, orthogonaix entre eux, et
tangents™ H" en M, doncperpendiculaires™ O, M . Chagque2 plan (t,0,, M) de M™* |

dZinit unegZod&iquedans H" . On dZinit aing unep surfacede H" , gZod&iqueen M, et
pa consZquent, Zant donn£ laprophi4Z ZnoncZe” la section 2, unep surface totalement
gzdAiquede H" , clest” direunpplande H" .

6. Surface d@n triangle gZodZsique.

ConsgdZons” nouveau le triangle OAB dela section 3, dansun espace hypebolique™ 3
dimensons et lamarique(5). o

On suppoeraqueletriangle OAB est contenu dans unesurface totalement gZod& que
d@quaion ! =Cte . Dansle plan OAB onadonc: ds’ =d/ 2 +sh?! (d")? , et donc

\/a: sh! . Lasurface dutriangle seradonnz par :
s=%”dl"”m#d#
o §(!) est lalongueir del@rc degzbd&iqueOM. LOntZgration est immZdiate et donne:



S=17 " d" ch(s(")
Il faut donccalculer lalongueir del@rc OM en fonctionde ! . Pour simplifier les calculs on

vad@bord calculer lasurface d@in triangle rectange en A. D@pres|@xercice 3, ona
tha=cths , (c=cos! ), d®@- :

ch(s(!)) =

¢
(c" thza)y2
et |OntZgrale devient :

S=arcsn(chasn/)" ! .

Sest linZaire dans@n des angles, elle doit donclGtre danstousles angles du triangle OAB.
En utilisant laderniere desrelationsZablie dans|@xercice 3, c@st ™ dire:

chasn/ = cosbBA: Sin;é#bBAz , lasurface du triangle rectangle en A devient :

''wyow
S=3" #g OBA .

Un triangle qudconquepeut toujours se ramener ~ deux triangles rectangles en prenant la
perpendiculaire issuede O sur lagzodAiquepassant par A et B. Sasurface est alors :

_ s=z-nA0B-OBA-bAB ) o
LescalculsontAZmenZ pour R=1, dansle cas gh4al, la surface d@ntriangle god&ique

sera: S=R¢(/ " AOB" OBA" OAB) (19

Exercice 4 5 o
Dzduire delaformule dela surface dutriangle guepar unpoint extZrieur ~ unegzodAiqueil
ne passe quQneseule pependiculaire” cette godZsique

Exercice5
Soient deux gZodAiques ! et /' de H? se coupant en unpoint A avec unangle a . Soit une
autre gZod&ique §' coupant /' en B avec le meme angle a selonlafigure ci-dessous

10



Montrer que!/ et /' nesecoupent pas.

7. Ledisque de PoincarZ

Lesformules (3) qui font passer des coordonns ! ,",# aux coordonn£s stZrZographiques et

lamzrique(4) montrent qudl existe unecorrespordance biunivoqueentre H” et laboue de
rayon2Rde! " , danslaqudlelasurface S"' delaboulecorrespond™ ! " # . Ceci fournit
doncunerepr?senvtation deH" et doncuneregr?serjtgtion facile” visudiser dansles cas
n=2 et n=3. LamariqueexprimZe en coordonn£s stZrZographiques, est conformzment plate,

donccettevreprfsentation conserve les angles, mais pas les distances. N
Cette reprZsentation possc de des propri 4Zs tre s intZressantes. Montronsd@bord queles

gZodAiquesde H" sontreprZsentZes par des arcs de cercle dontles extrZmitZs sont
perpendiculaires” lasphere S™* .

Re Zcrivonsles relationsqui font passer des coordonnzsde M ™" aux coordonnzs
stZrZographiques :

X = yy2 . O0#!I #n"1 Y=y $ ¥
T
& y*)
R(1+4R2¢
X" = )
n y
VRt

11



Pour simplifier les calculs noussuppogronsR=1 dansla suite de cette section, et nous
traiteronsle cas de H® maislagzzalisation™ n@mporte qudle dimenson est aisZe.
UnegzddAiquede H? est unarc degrand cercle, c@st ~ dire |dntersection d@n plan de M
avec H? . Unplan de M? apourZgudion:

X+ xX°+"x'=0
qui en exprimant avec les coordonnzs stZrZographiques devient :

R T
R+ oh Wy =0
= AR

soit encore:

O
Fe z—y;+('0=-’2+(2)1
&

mais ! et ! nesontpasqudconquss, il faut quele plan coupe H? . L Gntersection est
donn&par : (x*)? :‘K‘ +(x°)?+(x)?=( x°+" x")? . Dansle sousespace eudidien "
deux dimensonsde coordonns x° et x* , onpeut Zrireenposnt / =(/ ,") et

X =(x°,x) :
n I

-
‘K‘+‘Y‘2 = (I XY
2 b 2 e

" X #12‘2

2 "
,d®s : \K\! 36

quimontreque: (! >+ "?#1) $ 0 . Par consZquent I@quaion delagZdd&iqueen
coordonn#s stZrZographiques est celle d@n cercledecentre ! 2R (" ,#) et derayon

;
et en utilisant InZyalitZ de Schwartz : K|+ ‘)‘(

1
OR(/ 2+ "2 #1)? |
RappdonsquelamariquestZrZographiqueest conformZment eudidienne et doncdeux

godZiquesde H? se coupant avec un certain angle seront reprZsentZes dansle disquede
PoincarZ par deux arcs de cercle se coupant avec le meme angle.
LQqudionducercle sere Zrit souslaforme::

(Y +2! R)Y’ +(Y +2"R)y +2/ R(Y°+2/ R)+2"R(y* +2"R) = 4R¥(! 2+ "2 #1)
Maintenant soit O |e centre du disquede PoincarZ, M |@ntersection delagzbdAiqueavec le
bord du disque et C le centre du cercle reprZsentant lagZzodAique Soient (y°,y") les
coordonns deM. Cette Zquation scrit :

CM.OM +2! Ry’ +2"Ry'= #4R?
Reprenonsl@quation qui suit celle du plan pourremplacer 2! y°+2" y* |, compte tenu du
fait quele point M est sur le bord du disqueet dorc que: (y)? = 4R? , il reste: CM.OM =0 .
Par congquent :

Dansle disquede PoincarZ, les gZodAiques de H? sont reprZsentZes par des arcs de cercles
qui coupent le bard dudisque™ angle droit.

Le calcul fait pourZablir ces propriAzs se gzhZaise ™ n@mporte qudle dimenson. Les arcs
de gZodAiquedevenant orthogonaix au bord delaboule de PoincarZ

Un triangle dontles sommets sont CrejetZs E” 1Qnfini est dit CtriangleidZal E Dansla
reprZsentation de PoincarZ ses sommets sont sur le bord du disque L es angles au sommet sont
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doncnuls et lasurface du triangle est maximum et vaut !, d@pres (19). Avec letriangle
idZal, on adoncun exemple de surface d@ire finie mais non compacte. On vZifie facilement
queletriangle est symarique En effet, soit untriangle ABC ; onconsdere |@nsemble des
points Zquidistants des cotZs AB et AC , ains quel@nsemble des points Zquidistants des
cotZs CA et CB . Leur intersection | est un point Zquidistants des trois cotZs. Lapremisre
desrelations(169 impliqguedoncqueles gZbdAiquesissuesde | versles sommets du

triangle fonttoutes entre ellesunangle de 2/ /3 .

Les spheresde H" sont reprZsentZes dansla boule de PoincarZ par des spheres. Ceci est une
consZguence directe delaformule (14). qui donnela distance entre deux points dansles
coordonnz stZrZographiques. Cette formule permet d@crire |Gquaion quedoivent satisfaire
les coordonn£s d@n point A pouretre” unedistance congante d@in point B ; ontrouvealors
|&quaion d@nesphere de|@space eudidien.

UneisomAriede H" conserve les produits scalaires doncles angles. Danslaboule de
PoincarZ la mariqueest conformZment plate et donc les anglesde H" conservent leur valeur,
celaveut dire quineisomArie de H" est reprZsentZe par unetrangormation qui conserve les

angles. Uneisovarie de H" seradoncreprZsentZe par unetransormation conforme dela
boule de PoincarZ dans elle-meme, mais nousnejustifieronspas cette assertion.
Inversement, unetrangormation conforme dela boule de PoincarZdans elle meme qui

congerve son bord est IOmaged@neisomariede H" . En effet, conddZonstrois points
formant untriangle god&ique L@magedece triangle par unetrandormation conforme dela

boule sera un triangle qui aurales me mes angles au sommet. Or dans H" deux triangles
gZdAques qui ont memes angles au sommet ont des cotZs Zgaux. Contrairement au cas
eudidien o+ lestriangles seraient simplement semblables. Doncl@mage d@netrangormation

conforme delaboule danséelle meme est uneisomariede H" .

8. UneautrereprZsentation : lemodelede Klein.

Dans cette section on se place dansle cas” 3 dimensonspourdes raisonspratiques, maisla
discussion se ghZalise”™ n@mporte qudle dimengon.

DQinemanisre gZhZale lesformules ZnoncZes dans ce chapitre s@ppliquent au cas eudidien
danslalimite os la courbure est nulle, ou ce qui est Zquivalent dansle cas ou les distances
sontinfiniment petites devant R. Laformule (18) devient dansle caseudidien :

! __abs . Ceci est |@quaion dinegzdAique(d@nedroite) dans|@space eudidien

as +bs,
passant par lespoints 4 et B (avec, danslecasprZsent M situZentre A et B).
DonnonsnousunereprZsentation de H* dans|@space eudidien telle quela distance d@n
point~ [@riginedes coordonn£s soit th(/ ) oe ! est lacoordonn£ dZinieen (1). Les
coordonn#s dans|@space eudidien de reprZsentation sont dZinies par :
xi=th(/)sc, , x*=th(!)ss , X*=th(/)c (20)
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1
et appdons: x=((x)2+(x*)?+(x}?)2 =th(!) ladistance” |@rigine Cette reprZsentation
est donccontenuedansun disquederayon 1.

Laformule (18) et sa limite eudidiennemontre quinegzod&iquede H* serareprZsentZe
pa unedroite dans|@space eudidien.

Soient deux points x et y dudisquederayon 1 del@space eudidien. Ladistance angulaire

entre ces deux points vusde ICbriginede:s coordomZes est lameme dansles deux espaces
d@presladZinition (20) des coordonn£s. Dong d@pres (139 , ladistance de ces deux
points sera:

ch(s) =

1

Enfin en diff Zentiant les Zguaions(20) et en remplasant dans (5) on obtient lamzriquedela
reprZsentation deKlein :

$ 4 o A
ds’ =ch'(!)g" (d¢) #" (x'dx'#x‘dx‘)zz
: .

i i<j

1 1

(1" th?(!))? - 2
?%_n # (X|)2z

avec : ch*(!) =

On peut comparer ceci au ds” (11.12) des coordonn£s nomales. En posant :
x*=Isc, , x*=Iss , x’=!c

~ . $ 2(4) o

(5)scrit:  ds’ =1 (dx)? +§'" %+ Sl (4#)z I (X'dx' " xdx)?

i 0

i i<j

Solution de I@xercice 1.
Soient deux gZod i ques issues d@in point O quel@n prendra comme origine des
coordonnzs nomales, et soit ! |@ngle qu@lefonten O. Posons ¢ = cos! . Si ces deux
gZbdZAiques se recoupant en un point A situZ” ladistance asur lapremisreet b sur la
seconde laformule 13 devient (s=0) :

chachb! shashbc=1

quel®n peut re Zrire
chachb! shashb +shashb(1! ¢)=1
ch(a! b)=1! shashb (1! c)
or (1! ¢)" 0 qud quesoit c, d@e ch(a! )" 1 (ab! 0) , cequin@st posible ques a=b.
Doncen revenant ~ IGquation ci dessus:
ch’a! sha+s’a (1! ¢)=1+sh’a (1! ¢)=1
qui apoursolution a=0, c@st ~ dire A=0, ouc=1, c@st " dire queles gZbdAiques sont
confondues.
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Par consZguent, deux gZod&iquesde H" , issues d@n meme point ne se recoupent jamais.
Suppo®ns OA=0B = a , ladistance AB=s est donn£ pa :

chs=ch?a! sh’a c=1+2sh’a sn*("/2)=ch(2a)sn’(" / 2) +cos’(" / 2)
aors que dansle plan eudidien, ladistance AB est donn&pa : AB=2asn(! /2) .
On vZifie, en dA/eloppant ordre pa ordre, que:
ch(2asin(! /2))" ch(2a)sin®(! /2) +cos(! /2)
et doncquedeux gZodAiquesde H? divergent plusvite quedeux droites du plan euddien.

Solution de @xercice 2. ) o
Il suffit d@pplique deux fois laformule qui donre lalongueair d@n arc degzod&ique
d@bord :

chachs, ! chb
shashs,,
puis deremplacer s, pa sonexpression,” savoir : chs,. =chachb! shashbc , oe

chbsha! shbchac

shs,,

cosOAB =

c=cos! ,, , pourobtenir : cosOAB =

Mainﬁeiant, ona:
sn“OAB =1! cos’OAB
=3sh’s,; ! (chbsha! shbchac)®§ sh’s,,
=ychachb! shashbc)! (chbsha! shbchac)®§sh’s,,

— 2
_&shp sinAOBl
! shs *

AB

Solution de I@xer cice 3. 5§ 3 o
Reprenonslarelation obtenueau dbut del@xercice prZcZdent :

chbsha! shbchac

shs,,

cosOAB =

! N .
PourbAB:'E , cCest ~ dire cosbAB:O ,onaimmZliatement: tha=cthb.

Utilisant larelation de | @xercice 2 pour sinbAB =1 donne:

shs,, =sshb , s=sin/
maintenant il suffit d@iminer I@ngle des deux relationsprZcZdentes par larelation
¢’ +s° =1 pourobtenir : chb=chs,_ cha .
D@preslarelation shs,, =sshb obtenueci-dessus ona:

sh’s,, =s*sh’b=¢5" (ch’b! 1)

= ¢ (ch’s,, ch*al 1)

d®- I@ndZAuit
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C ssha

chs,. = et pus: shs,_ =
" cha\/cz!thza " cha\/cz!thza

/
Enfin dansuntriangle rectangle eudidien ona ,!40B + bBA = E " 0031!403 = sin(')BA :

Appliquonsla premisre desrelations Aablie dans cet exercice :

th sh
00SOBA = 0 - e
thb  chs,, thb

et compte tenu des deux dernieresrelations:

cosbBA: ssha _ ssha
cthb tha
d®e findement: cosOBA=scha

Solution de I@xer cice 4.
Reprenonslafigure delasection 3, et suppo®nsqueOA et OB soient perpendiculaires‘ la

gZodZSquepassant par A et B. Dansce cas lasurface dutriangle OAB est S=! AOB clst
~ dire nZyative, ce qui est impossible. Il n® adoncqu@neseule perper1d|cula|re|SSJedG)n
point sur unegzbdAiquedonnz.

Solution de I@xercice 5.
Suppo®nsquelesgodAiques / et /' se coupant en unpoint O . On peut soit utiliser le
meme raisonnanent quO I@xercice 4 ou bien utiliser lesrelations(15) qui mortrent que
OA=0B=h, et doncondoit avoir (onpoe s= AB):

ch(OB) = chb=chbchs! shbshscoqa)
et: ch(OA) = chb = chb chs+ shbshscos(a)
quiimpliquent s=0 .
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