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4.  ElŽments de volume, divergence dÕun champ de vecteurs, 
laplacien dÕune fonction. 
 
 
1. Calcul du volume dÕun parallŽlŽpip•de. 
 
Nous allons dÕabord montrer la propriŽtŽ suivante : 
 
Soient n-1 vecteurs que nous appellerons    

!
V1 ,

!
V2 , ...,

!
Vn! 1

 , dans un espace pseudo euclidien ̂  

n dimensions, alors le vecteur 
  
Uµ = ! µ " 1..." n#1

V1

" 1 ...Vn#1

" n#1  est perpendiculaire ˆ  ces vecteurs. 

 
En effet, calculons le produit scalaire 

 
U

!
Vi

!  pour i quelconque. On a   

                               

  

U
!
Vi

!
= "

! #1...# i ...#n$1
Vi

! V1

#1 ...Vi

# i ...Vn$1

#n$1

= ($1)i "
#1...# i$1# i ! ...#n$1

Vi
! V1

#1 ...Vi

# i ...Vn$1

#n$1

= $"
# i #1...# i$1 ! ...#n$1

Vi
! V1

#1 ...Vi

# i ...Vn$1

#n$1

 

et maintenant renommons les indices en Žchangeant 
 
!

i
 et !  , on obtient alors 

 
U! Vi

! = " U! Vi
!  et donc 

  
U

!
Vi

! = 0 comme annoncŽ. 

 Ce rŽsultat ne dŽpend que du fait que le tenseur " soit totalement antisymŽtrique, et est donc 
vrai dans nÕimporte quel syst•me de coordonnŽes. Il est important de noter que lÕordre dans 
lequel les vecteurs   

!
Vi

 ont ŽtŽ rangŽs est tr•s important. Si on Žchange deux de ces vecteurs, on 

obtiendra   
!

U  ou   !
!

U  , selon la place des vecteurs ŽchangŽs. Il y a donc ˆ  ce niveau une notion 
dÕorientation. 
 
Maintenant donnons nous un rep•re de base orthonormŽ.  
Nous voulons montrer que, dans un espace euclidien, la norme du vecteur   

!
U  est Žgale au 

volume du parallŽlŽpip•de dŽfini par les n-1 vecteurs    
!

V1 ,
!

V2 , ...,
!

Vn! 1
 . Pour cela nous allons 

procŽder par itŽration. 
 
ConsidŽrons dÕabord le cas n=2, cÕest ˆ  dire un plan. Le vecteur 

  
U

!
= "

!#
V1

#  a pour module 

   

!
V1  comme on le vŽrifie facilement en calculant 

 
U! " ! # U#  explicitement. Maintenant 

considŽrons le parallŽlogramme formŽ par    
!

V1
 et    

!
V2

 . Ce parallŽlogramme peut •tre dŽcoupŽ 

en bandes dÕŽpaisseur infinitŽsimale parall• les ˆ  
   
!

V1
 . Le volume S (ici la surface) du 

parallŽlogramme est la longueur de la base multipliŽ par sa hauteur, cÕest ˆ  dire par la 
projection de     

!
V2

 sur la normale ˆ     
!

V1
 . CÕest ˆ dire : 

  
S = U! V2

! = " ! # V1
! V2

#  .  

Maintenant poursuivons en considŽrant le cas n=3. Nous avons choisi un rep•re orthonormŽ ; 
supposons que ce rep•re de base soit dŽfini par des vecteurs    

!
h1,

!
h2,

!
h3

 , et considŽrons le cas 

particulier o• les vecteurs 
   
!

V1
 et    
!

V2
 sont dans le sous espace dŽfini par    

!
h1,

!
h2

 , cÕest ˆ  dire dans 

le sous espace orthogonal ˆ     
!
h3

 . Dans ce sous-espace ˆ  2 dimensions, la surface du 

parallŽlogramme sous tendu par    
!

V1
 et    

!
V2

 est fournie par 
  
S = ! " # V1

" V2
#  , cÕest la surface de 
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base du parallŽlŽpip•de, le volume de celui ci sera donnŽ par le produit de sa surface de base 

par sa hauteur. Sa hauteur nÕest autre que la projection de    
!

V
3
sur la normale ˆ     V1

!"

 et    
!

V
2
 . Le 

vecteur 
  
Uµ = ! µ " 1" 2

V1

" 1 V2

" 2  qui est orthogonal ˆ    
!

V1
 ,    

!
V2

 nÕa quÕune seule composante qui est 

sur la troisi•me coordonnŽe. Ce vecteur a donc, dÕapr•s lÕexpression de S, S pour module. 
Nous reconnaissons au passage, pour U, lÕexpression du produit vectoriel des deux vecteurs 

   V1

!"
 et    

!
V

2
 . Le volume du parallŽlŽpip•de sera donc : 

                                       
  
V = U

!
V

3

! = "
! #

1
#

2

V
1

#
1 V

2

#
2 V

3

!  

 
Nous allons gŽnŽraliser ˆ  nÕimporte quelle dimension n de lÕespace. Soit 

  

!
ha{ }  les vecteurs 

orthonormŽs du rep•re de base, et considŽrons le cas particulier o• les vecteurs    
!

V
1

, ... ,
!

Vn! 1
 

sont dans le sous-espace dŽfini par    
!
h1 , ...,

!
hn! 1

 , cÕest ˆ dire dans le sous espace orthogonal ˆ  

  
!
h

n
 . Dans ce sous-espace ˆ  n-1 dimensions, le volume du parallŽlŽpip•de sous-tendu par   

   
!

V1 , ...,
!

Vn! 1
 est fournie par 

  
V = !

"1..."n#1
V1

"1 ...Vn#1

"n#1  , cÕest la Ç surface È de base  S du 

parallŽlŽpip•de. Pour obtenir le volume il suffit de dŽcouper le n-parallŽlŽpip•de en tranche 
infinitŽsimale parall• lement ˆ  sa base, le volume de celui ci sera donnŽ par le produit de sa 
surface de base par sa hauteur. Sa hauteur nÕest autre que la projection de   

!
Vn

sur la normale ˆ  

   
!

V1 , ...,
!

Vn! 1
 . Le vecteur  

  
U! = " ! #1...# n$1

V1

#1 ...Vn$1

# n$1  qui est orthogonal ˆ    
!

V1 , ...,
!

Vn! 1
 nÕa quÕune 

seule composante qui est sur la derni•re coordonnŽe. Ce vecteur a donc, dÕapr•s lÕexpression 
de S, S pour module.  Le volume du parallŽlŽpip•de sera donc : 

                                  
  
V = U! Vn

! = " #1...# i ...# n
V1

#1 ...Vi

# i ...Vn

# n  

 
Pour Žtablir cette Žquation nous avons pris le cas particulier o• les n-1 vecteurs    

!
V1 , ...,

!
Vn! 1

 

Žtaient contenus dans le sous-espace orthogonal ˆ    
!
hn

 . Nous allons montrer que cette formule 
du volume dÕun parallŽlŽpip•de est vraie pour tout syst•me de base orthonormŽ. Effectuons 
un changement de coordonnŽes, pour tout vecteur   

!
v  :  

 
v

! = Aµ
!

v
µ  . On a donc : 

                                     
  
U! = " ! #1...#n$1

V1

#1 ...Vn$1

#n$1  

                                     
  
U! =V1

µ1 ...Vn" 1

µn" 1 A
µ1

#1 ... A
µn" 1

#n" 1 $! #1...#n" 1
 

et en utilisant : 
 

A!
µn A

µn

"

µn

# = $!
" , on a : 

                               

  

U! = U" #!
" = V1

µ1 ...V
n$1

µ
n$1 Aµ1

%1 ... Aµ
n$1

%
n$1 &" %1...%

n$1
A!

µ
n Aµ

n

"

µ
n

'
(

)
*

+

,
-

= A!
µ

n V1

µ1 ...V
n$1

µ
n$1 det( Aµ

n

Aµ1
... Aµ

n$1
)

= A!
µ

n V1

µ1 ...V
n$1

µ
n$1 det( A) &µ

n
µ1 ... µ

n$1
; det( A) = det( A1 ... A

n
)

= A!
µ

n Uµ
n

det( A)

 

Qui montre que pour toute rotation des coordonnŽes (  det( A) = 1) le vecteur   
!

U  est un vecteur 

qui a pour module le volume sous-tendu par les n-1 vecteurs    
!

V1 , ...,
!

Vn! 1
 . 
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Le volume sous-tendu par les n vecteurs    

!
V1 , ...,

!
Vn

 est donc, dans un rep•re orthonormŽ : 

                                          
   
V = !

"1..."n
V1

"1 ...Vn

"n = det(
!

V1, ...,
!

Vn)                                           (1) 

comme on a la relation   detV = detVT  on peut Žcrire   det(V) = det(VT V)  et donc : 

                                                  
   
Vol = det(

!
Vi .

!
Vj )                                                                 (2) 

o• 
   
det(

!
V

i
.
!

V
j
)  reprŽsente le dŽterminant de la matrice symŽtrique construite avec les produits 

scalaires de toutes les paires de vecteurs 
   

!
Vi ,

!
Vj . 

 
Le volume dÕun parallŽlŽpip•de dans un espace euclidien sÕexprime donc en fonction des 
produits scalaires des vecteurs qui forment les ar•tes du parallŽlŽpip•de, et donc cette 
expression est indŽpendante de toute base choisie pour les reprŽsenter. Nous appliquerons les 
m•mes formules dans le cas dÕun espace pseudo euclidien. 
 
 
2. Divergence dÕun champ de vecteur . 
 
Dans un espace pseudo euclidien ̂  n dimensions muni de coordonnŽes orthogonales, soit un 
parallŽlŽpip•de infinitŽsimal, dont les ar•tes sont portŽes par les vecteurs    

!
e1, ...,

!
en

, et de 

longueur respectives   dx1, ...,dxn  , o• les    
!
e1, ...,

!
en

 ont ŽtŽ dŽfinis ˆ  la section 2.9 et qui sont 

tels que 
   
!
ei .

!
ej = gij  . Nous utilisons des noms dÕindices tels que i, j pour identifier les vecteurs 

   
!
e1, ...,

!
en

 . Enfin, choisissons un rep•re orthonormŽ pour exprimer les composantes de ces 
vecteurs. 
Le vecteur normal ˆ  lÕŽlŽment de surface formŽ par les n-1 vecteurs 

   

!
e

i
1

, ... ,
!
e

i
n!1

 est :  

                                  
  
dS! = " ! #

1
...# n$1

ei
1

#
1 ... ein$1

# n$1 dxi
1 ... dxin$1  

nous pouvons donc calculer le flux #  dÕun vecteur   
!

U  ˆ  travers cet ŽlŽment de surface, cÕest le 

produit scalaire de 
  

!
U = U µ !eµ  avec le vecteur normal ˆ cet ŽlŽment de surface, et donc avec 

  
det(g) = det(gi j )  : 

                              

  

! = U µ " #$1 ...$ n%1
eµ

# ei1

$1 ...ein%1

$ n%1 dxi1 ...dxin%1

= U µ " µ i1 ... in%1
det(e) dxi1 ...dxin%1

= U µ det(g) " µ i1 ... in%1
dxi1 ...dxin%1

                                                (3) 

 
Attention ! dans les deux derni•res lignes il nÕy a pas de sommation sur les indices 

  i1, ... , in! 1
 , 

le terme !  est prŽsent seulement pour indiquer lÕordre. 
Comme nous lÕavons notŽ plus haut, le signe de ce flux dŽpend de lÕorientation donnŽe au 

vecteur   dS

! "!
 . 

 
Pour un parallŽlŽpip•de infinitŽsimal il faudra faire la somme sur toutes les faces, on prendra 
comme convention que les vecteurs surface sont orientŽs vers lÕextŽrieur. Intuitivement, il 
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suffit de considŽrer les vecteurs reliant le centre du parallŽlŽpip•de au centre de chaque face. 
Pour une paire de faces opposŽes on aura : 

                  
  
! (x" + dx" ) # ! (x" ) = $" (U µ det(g) ) %µ i1 ... in#1

dx" dxi1 ...dxin#1  

le tenseur !  implique ! = µ  . 
On aura donc en sommant sur les paires de faces opposŽes : 

                            
  
! = "

µ
(U µ det(g) ) #i

0
i
1

... in$1

dxi
0 dxi

1 ... dxin$1  

et en faisant la somme sur tous les parallŽlŽpip•des infinitŽsimaux adjacents situŽs ˆ  
lÕintŽrieur dÕune surface S fermŽe entourant un volume Vol, chaque face comptŽes deux fois 
ayant deux contributions de signe opposŽ, on obtient pour le flux du vecteur   

!
U  ˆ  travers la 

surface S: 

                       
  
! = U" dS"

S# =
Vol# $µ (U µ det(g) ) %i0 i1 ... in&1

dxi0 dxi1 ...dxin&1  

que nous pouvons re-Žcrire : 

                                

  

! =
Vol"

1

det(g)
#µ (U µ det(g) ) dV                                                  (4) 

o• :                         
  
dV = det(g) !

i0 i1 ... i
n" 1

dx
i0 dx

i1 ...dx
i
n" 1                                                    (5) 

La divergence du champ de vecteur   
!

U  sera donc: 

                                 

   

div(
!

U ) =
1

det(g)
! µ (U µ det(g) )                                                      (6) 

 
Attention, comme cela a ŽtŽ dŽjˆ  signalŽ, dans les lignes ci-dessus il nÕy a pas de sommation 
sur les indices   i1, ...,in! 1

 , le terme !  est prŽsent seulement pour indiquer lÕordre. 

Notez quÕune sommation entra”nerait   dV = 0 , car 
  
!

i0 i1 ... i
n" 1

 est antisymŽtrique et  

  dx
i0 dx

i1 ...dx
i
n! 1  est symŽtrique. 

 
Exemple : Soit, en coordonnŽes cartŽsiennes et dans lÕespace euclidien ̂  3 dimensions, le 
vecteur : U! = x! r 3  , o• r 2 = x! x! = (x)2 + (y)2 + (z)2   .  U!  reprŽsente le champ 
Žlectrostatique, ˆ  la charge pr•s, crŽŽ par une charge ponctuelle situŽe ˆ  lÕorigine des 

coordonnŽes. En coordonnŽes cartŽsiennes on a : 
 
div(U

!"
) = !

"
U"

=
1
r 3 (#

"

"
$ 3

x
"

x"

r 2 )  qui est 

nul partout sauf en r = 0  , o• lÕexpression est 0 0  , donc indŽfinie. On a la m•me chose en 
coordonnŽes sphŽriques (section 2.6) pour lesquelles le champ de vecteurs est : 

 
U

!"
= (Ur ,U ! ,U " ) = (

1
r

2 ,0,0)  , et avec : det(g) = r 2 s , s = sin(! )  , on a, dÕapr•s (6) : 

 
div(U
!"

) =
1
r 2 !r (r

2 1
r 2 )  qui est partout nul sauf en  r = 0  , o• lÕon retrouve lÕindŽtermination 

prŽcŽdente.  Restons en coordonnŽes sphŽriques et posons : 
 
U
!"

= (U r
,U!

,U"
) = (

1

r a ,0,0)  . Le 

flux de ce champ de vecteurs ˆ  travers une sph•re de rayon R  , centrŽe ˆ  lÕorigine des 

coordonnŽes, est dÕapr•s (3) : ! =
1
RaS2" R2 sin(#)d# d$ = 4% R2&a   . Si a = 2  , ce flux ne 
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dŽpend pas du rayon de la sph•re, et : 
 

1
4!

div(U
!"

) dV" = 1 . Donc si a = 2  , on peut Žcrire : 

 

1
4!

div(U
!"

) = " 3(x
"
) = " (x)" (y)" (z)  , o• !  est la distribution de Dirac telle que : ! (x) = 0  si 

x ! 0  , ! (x) = "  si x = 0  , et  ! " (x) dx = 1 .  
 
 
La divergence dÕun champ de vecteur est liŽe ˆ  la notion de charge conservŽe. Ici le mot 
Ç charge È dŽsigne une quantitŽ scalaire qui peut •tre la charge Žlectrique, un nombre de 
particules, la masse etc. Soit donc le quadri-courant 

   J
! = (",

!
J) = (", J i )  dŽfini dans un 

espace de Minkowski dont les coordonnŽes de la partie spatiale sont quelconques (par 
exemple des coordonnŽes cylindriques ou sphŽriques), et soit  lÕŽquation : 

                               

   

! t " + div(
!
J) =

1

det(g)
!
µ
( Jµ det(g) ) = 0 

(  det(g) ne dŽpend pas du temps). 

On a en intŽgrant sur un volume spatial V :  
   !t "V #dV = $ "V div(

!
J)dV  

Et dÕapr•s ce que nous avons discutŽ : 
                                             

 
!

t
"

V
# dV = $ "

S
J

i
dS

i
 

o• le membre de droite est le flux de   
!
J  ˆ  travers une surface S entourant V. Si V est 

suffisamment grand et que le vecteur courant  Ç dŽcroisse suffisamment vite ˆ  lÕinfini È, alors 
le flux sera nul et la Ç charge È  Q = !V " dV  sera indŽpendante du temps, cÕest ˆ dire 
constante.  
 
 
 
3. DiffŽrentielle du dŽterminant 
 
Nous avons Žcrit le dŽterminant dÕun syst•me de vecteurs sous la forme : 

                                        
  
det(V) = ! " 1..." i ..." n

V1

" 1 ...Vi

" i ...Vn

" n  

calculons la diffŽrentielle : 

                                  
   
d det(V) = dVi

! i "
!1...! i ...!n

V1

!1 ...Vi

! i
!

...Vn

!n  

o• le signe chapeau indique lÕomission et o• une somme sur tous les i est sous entendue. 
Posons : 

                                       
   
V
! i

i = "
!

1
...! i ...!n

V
1

!
1 ...Vi

! i
!

...Vn

!n  

on vŽrifie immŽdiatement la  propriŽtŽ : 

                                              
  

V! i

i Vj

! i

! i

" = detV # j
i  

donc 
  

V
!

i

i

det(V )
 appara”t comme la matrice inverse, et on a donc : 

                                          d det(V) = det(V) Tr (V ! 1 dV)                                                   (7) 
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Exercice 1. 
 
Cet exercice a pour but de manipuler la notion de dŽterminant, et donc dÕŽlŽment de volume. 
On se donne une matrice carrŽe de dimension   n ! n = ( p + q) ! ( p + q)  Žcrite sous forme de 
blocs : 

                                                 
 
M =

A B

C D

!

"#
$

%&
 

o•  A est une matrice 
 p ! p  ,  B est une matrice q ! q ,  B  est une matrice ˆ   plignes et  q  

colonnes. 
Exprimer le dŽterminant de cette matrice. 
Suggestion : on dŽcomposera la matrice sous une des deux formes suivantes : 

     
  
M =

c 0

d 1

!

"#
$

%&
1 a

0 b

!

"#
$

%&
= M1 M2

         ou       
  
M =

1 b

0 d

!

"#
$

%&
f 0

g 1

!

"#
$

%&
= M '1 M '2  

 
 
 
Exercice 2. Calculez le volume dÕun simplexe euclidien. 
 
DŽfinition dÕun simplexe : 
Soient p+1 points 

  
x0,x1, ...,xp  linŽairement indŽpendants (voir dŽfinition plus loin)  dans un 

espace euclidien ̂  n dimensions ( p ! n). On appelle p-simplexe euclidien lÕensemble des 

points dont les coordonnŽes 
 

z!{ }  vŽrifient : 

                                    
  
z! = "

j xj
!

j =0

p

# ; "
j
$ 0 ; "

j
= 1

j =0

p

#  

Les coefficients 
 

! i{ }  sÕappellent les Ç coordonnŽes barycentriques È. 

 
Un 2-simplexe est un segment de droite, un 3-simplexe est un triangle, un 4-simplexe un 

tŽtra•dre. Le p-simplexe euclidien est souvent notŽ 
  

x0,x1, ...,x
p

!
"

#
$. 

A partir des points 
  
x

0
,x

1
, ... ,xp  nous pouvons former les p vecteurs : 

                                          
  
(x1 ! x0) , (x2 ! x0) , ..., (xp ! x0)  

On dira que les points 
  
x0,x1, ...,x

p
 sont linŽairement indŽpendants si ces vecteurs sont 

linŽairement indŽpendants. Ils dŽcrivent donc un sous espace ˆ  p dimensions. Tout point de 
cet espace pourra sÕŽcrire : 

                                      

  

x = x0 + ! 1(x1 " x0) + ...+ ! p (xp " x0)

= (1" ! 1 " ..." ! p)x0 + ! 1x1 + ...+ ! pxp

= # j xj

$ # j

j =0

p

% = 1

 

Notons que puisque   !
j
" 0 , la contrainte  

  
! j

= 1
j =0

p

"  entra”ne   !
j " 1 pour tout j. 
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Montrons dÕabord que, avec la dŽfinition ci dessus, un simplexe euclidien est un ensemble 
convexe, cÕest ˆ  dire que si deux points P et Q appartiennent au simplexe, alors les points du 
segment PQ appartiennent aussi au simplexe. 

Soient 
 

! i{ }  les coordonnŽes barycentriques du point P et 
 

! i{ }  celles de Q. Tout point M du 

segment PQ peut sÕŽcrire (en sous-entendant les indices de coordonnŽes):  

                                   M = P + ! PQ
! "!!

= ! Q + (1" ! ) P ; 0 # ! # 1 

Et donc les coordonnŽes barycentriques 
 

! i{ }  de M sont : 

                                             
  
! i = " # i + 1$ "( )%i  

qui vŽrifient   !
j " 0  (car  ! " 0  et  1! " # 0 ), et 

  
! j = 1

j =0

p

"  . Donc M appartient bien au 

simplexe. 
Compte tenu de ces dŽfinitions, et de ce que nous avons vu sur le calcul des volumes, calculez 
le volume dÕun simplexe euclidien. 
 
 
Exercice 3. Calculez la surface dÕune sph•re de dimension n. 
 
 
4. Laplacien dÕune fonction.  
 
Par dŽfinition le laplacien dÕune fonction f   est la divergence du gradient de cette fonction : 

                                                   
   ! f = div( grad

! "! ! !!
f )  

CÕest ˆ  dire :                

  

! f =
1

det(g)
" µ ( gµ# " # f det(g) )  

 
Dans lÕexemple de la section 2, on peut Žcrire :  U

!"
= ! grad

! "! ! !
(1 r )  et donc : 

 div(grad
! "! ! !

(1 r )) = !(1 r ) = "4# $ 3(x
"
)  , et par translation : 

 
! x(1 x

!
" y
!

) = " 4# $3(x
!

" y
!
)  , o• 

!
x
 est lÕopŽrateur laplacien appliquŽ ˆ  la variable x  , et donc 

 
! 1 (4" x

!
! y

!
)  est la fonction 

de Green du Laplacien dans lÕespace euclidien. 
 
Continuons avec lÕexemple des coordonnŽes sphŽriques de   !

3  (section 2.6). Dans ce cas : 

  det(g) = r 2 s , o•   s= sin(!)  . Le laplacien sÕŽcrit : 

                             
  
! f =

1

r 2
" r (r

2 " r f ) +
1

r 2

1
s

" # (s " # f ) +
1

s2
" $$ f

%

&'
(

)*
 

Une Žquation faisant intervenir le laplacien en coordonnŽes sphŽriques est, en gŽnŽral, rŽsolue 
par sŽparation des variables. On utilise les fonctions propres de la partie angulaire de 
lÕopŽrateur !  , que lÕon note 

  
Y

l

m(! ," )  et qui sÕappellent Ç harmoniques sphŽriques È: 

                                     
  

1
s

! " (s ! " Yl
m) +

1

s2
! ##Yl

m = $l (l +1)Yl
m  

o• l est un entier et o• 
  
Yl

m(! ," ) est de la forme 
   
Yl

m(! ," ) ! Pl
m(! ) eim" . En posant   z = cos(! )  

on obtient lÕŽquation de Legendre : 
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d
dz

(1! z2)
d
dz

"

#$
%

&'
+ l (l +1) !

m2

1! z2

(

)
*

+

,
- Pl

m = 0 

Les harmoniques sphŽriques sont dŽfinies de mani•re ˆ  former un ensemble orthonormŽ par 
intŽgration sur la sph•re. 
Revenons ˆ  lÕexpression du laplacien dans   !

3  , en coordonnŽes sphŽriques, et cherchons ses 
fonctions propres  !f = " f  sous la forme : 

  
f = f

l
(r)Y

l

m(! ," )  . La partie radiale de la 

fonction propre satisfait lÕŽquation : 

                                          
  
! f =

1

r 2
" r (r

2 " r fl ) #
l (l +1)

r 2
fl = $ fl  

qui a pour solution les fonctions de Bessel sphŽriques   jl ( !r )  . 
 
 
Solution de lÕexercice 1. 
ConsidŽrons la premi•re dŽcomposition. On trouve immŽdiatement  c = A , et 

  ca = B ! a = A
" 1

B  ,  d = C et   da+ b = D ! b = D " CA" 1B  . Donc : 

                         
  
M =

A 0

C 1

!

"#
$

%&
1 A' 1B

0 D ' CA' 1B

!

"#
$

%&
= M1 M2

 

Calculons le dŽterminant dÕune matrice de la forme 
  
N =

g f

0 1

!

"#
$

%&
 , en considŽrant que chaque 

colonne est un vecteur 
 

vi
!{ }  on a : 

  
det(N ) = !

"1..."
i
..."

n

v1

"1 ...v
i

"
i ...v

n

"
n  . Pour les 

 p
 premi•res 

colonnes (vecteurs), seules les composantes pour lesquelles 
  
! 1,...,! p " p  contribuent. Donc 

pour les vecteurs suivants seules les composantes 
  
! p+1,...,! n > p et cela correspond ̂  la 

matrice identitŽ. Donc   det(N) = det(g)  . On a un rŽsultat Žquivalent pour la matrice   M1
 , et 

finalement on obtient le rŽsultat : 
                                    det( M ) = det( A) det(D ! CA! 1B)  
 
Par le m•me genre de calcul on obtient pour la seconde dŽcomposition de lÕŽnoncŽ : 

                       
  
M =

1 B

0 D

!

"#
$

%&
F 0

D' 1C 1

!

"#
$

%&
= M '1 M '2 , F = A' BD' 1C  

dÕo• lÕon dŽduit :            det( M ) = det(D) det( A! BD! 1C)  
 
On peut aller un peu plus loin et utiliser les dŽcompositions de la matrice  M  pour exprimer 
son inverse (sÕil existe). On a : 

                   
  

a 0

b 1

!

"#
$

%&

' 1

=
a

' 1
0

' ba
' 1

1

!

"#
$

%&
( M

1

' 1 =
A

' 1
0

' C A
' 1

1

!

"#
$

%&
 

et :  

  

1 f

0 g

!

"#
$

%&

' 1

=
1 ' f g' 1

0 g' 1

!

"#
$

%&
( M2

' 1 =
1 ' A' 1B D ' CA' 1B)* +,

' 1

0 D ' CA' 1B)* +,
' 1

!

"
#
#

$

%
&
&

 

et finalement, en posant :   E = D ! CA
! 1

B on a : 
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M !1 =

A!1 + A!1BE!1CA!1 !A!1B E !1

!E!1CA!1 E!1

"

#$
%

&'
 

La deuxi•me dŽcomposition m•ne ˆ : 

                             
  
M ! 1 =

F ! 1 ! F ! 1 BD ! 1

! D! 1CF ! 1 D ! 1+ D! 1CF ! 1 BD ! 1

"

#$
%

&'
 

 
 
 
Solution de lÕexercice 2. 
On appelle   

!
Vi

 les vecteurs b‰tis ˆ  partir des sommets du simplexe :    
!

Vi = xi ! x0
 . Tout point M 

du simplexe sÕŽcrit : 
   M = x0 + y

i
!

V
i
 , o•   0 ! yi ! 1 . Choisissons le point    x0

 comme origine 

des coordonnŽes, les  y
i  jouent alors le r™le de coordonnŽes euclidiennes. En notant 

   
g = det(

!
Vi .

!
Vj )  , le dŽterminant de la matrice formŽe par les produits scalaires des vecteurs   

!
Vi

, 

lÕŽlŽment de volume sÕŽcrit : 

                                                    
  dV = g dy1

...dyp  
Le volume du simplexe est donc : 

                                        
  
V = g dy1

0

1

! dy2

0

1" y1

! ... dyp

0

1" y1 " ..." yp" 1

!  

Reste ˆ  calculer cette intŽgrale : 

                         
  
V = g dy1

0

1

! dy2

0

1" y1

! ... (1" ( y1 + ...+ yp" 1) ) dyp" 1

0

1" y1 " ..." yp" 2

!  

                     
  
V = g dy1

0

1

! dy2

0

1" y1

! ...
1

2
(1" ( y1 + ...+ y p" 2 ) )2 dy p" 2

0

1" y1 " ..." y p" 3

!  

Ensuite on proc•de par rŽcurrence. Posons : 

                                         
  
A = 1! yi

i =1

p! q! 1

" ; z = yp! q  

on a :                            
  

1

q!
( A! z)q dz

0

A

" =
1

(q +1)!
Aq+1  

finalement on obtient le volume dÕun simplexe euclidien : 

                                                      
  
V =

1

p!
g  

 
Solution de lÕexercice 3. 

Dans un espace euclidien muni de coordonnŽes cartŽsiennes 
  

xi{ } , i = 1,...,n+1 , la sph•re de 

dimension n et de rayon R est la surface dŽfinie par :   (x
1)2 + ...+ (x

n+1)2 = R
2  . 

Passons ˆ  des coordonnŽes sphŽriques. La gŽnŽralisation des coordonnŽes sphŽriques vues au 
premier chapitre est : 
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x1
= r c1 ; c1 = cos(! 1) , s1 = sin(! 1)

x2
= r s1 c2 ; c2 = cos(! 2) , s2 = sin(! 2)

x3
= r s1 s2 c3

.....

xn+1
= r s1 s2 ...sn

 

Le domaine de dŽfinition de ces coordonnŽes sphŽriques est : 

                               
  

0 ! " i ! # ; 1 ! i ! n$1

0 ! " n ! 2#
 

Il nÕest pas difficile de trouver lÕŽlŽment linŽaire de longueur : 
               ds2 = (dx1)2 + ...+ (dxn)2 = dr2 + r 2(d! 1)

2 + r 2s1
2(d! 2)2 + ...+ r 2s1

2...sn" 1
2(d! n)2  

Et dÕen dŽduire lÕŽlŽment de volume : 
                                 dV = r n dr s1

n! 1 d" 1 s2
n! 2 d" 2 ....sn! 1 d" n! 1 d" n

 
Puisque le rayon est normal ˆ  la surface de la sph•re (voir chapitre 1) lÕŽlŽment de surface de 
la sph•re de rayon r sera donc donnŽ par : 
                                   dS= r n s1

n!1 d"1 s2
n!2 d"2 ....sn!1 d"n!1 d"n

 

Il ne reste plus quÕ̂ intŽgrer sur le domaine de dŽfinition des 
 
!

i
 . Pour cela on utilise une 

intŽgration par partie. En posant    s= sin(! ) , c = cos(! )  et pour   p >1 on a : 

     
  

sp d!
0

"

# = ssp$1d!
0

"

# = $csp$1%& '(0

"
+ ( p $1) c2 sp$2 d!

0

"

# = ( p $1) (1$ s2 )sp$2 d!
0

"

#  

dÕo• : 
  

sp d!
0

"

# =
p $1

p
sp$2d!

0

"

#  (pour  p >1). 

En procŽdant par itŽration sur la dimension, de deux en deux, on trouve pour   r = 1 : 

                                              
  
S = 2!

n+1

2 / "
n+1

2

#

$%
&

'(
 

o•  !  est la fonction Ç Gamma È telle que :   ! (x +1) = x! (x) = x! , ! (1/ 2) = "  . 
 


