4. ElZments devolume, divergence dOm champ de vecteurs,
laplacien dOme fonction.

1. Calcul du volume d@n parall4Zpipede.

Nousallonsd@bord montrer |apropriAZ suivante :

Soient n-1 vecteurs quenousappellerons\:/1 V dansun espace pseudoeudidien”

l]_’

n dimensons alors le vecteur U,=!,. . Vl L Vn#"fl est pependiculaire” ces vecteurs.
1 n#l

En effet, calculonsle produit scalaire UBViﬂ pouri qudconque On a

B _ By\/% % Ong
UV =e VAVS VLV

Boy..o.o

_ i By\/% o g
=(D'e, o oopa VEVE LV LV

— By\/% % On g
- _ga‘ Oy Oy Bty \/I Vl \/I "'anl

et maintenant renommonsles indices en Zchangeant ! . €t! ,onobtientaors

U,V/="U,V/ etdoncU,V/ =0 comme annon&

Ce rZaultat nedzpend quedu fait quele tenseur " soit totalement antisymaArique et est donc

vrai dansn@mporte qud systeme de coordonn#s. || est important de noter quel®@rdre dans

lequd Iesvecteurs\/i ont AZrangs est tresimportant. Si on Zchangedeux de ces vecteurs, on

okzhendraU ou -U , selonlaplace des vecteurs Zchang. Il y adonc™ ce niveau unenotion

d@rientation.

Maintenant donnongnousun repsre de base orthorormZ
Nousvoulonsmontrer qug dansun espace eudidien, lanorme du vecteur U est Zgdeau
volume du parall AZpipede dZini pa lesn- 1vecteursV V V_ . Pour celanousallons

procZder par itZration.

CongdZonsd@bord le casn=2, clst ~ direunplan. Levecteur U, = ¢, V,’ apourmodule
‘\71‘ comme on le vZzifie facilement en calculant U, "'* U , explicitement. Maintenant
consdZonsle parall 2ogramme formZ par V, et \72 . Ce paraldogramme peut «tre dZcoupZ
en bandes d@paisseur infinitZsmale paalsles” V. . Levolume S (ici lasurface) du
parallJogramme et lalonguerr delabase multipliZpar sa hauteur, c@st * dire par la
projectionde V, surlanomale” V, . C@st " dire: S=U, V, ="V, V.

Maintenant poursuivonsen congdZant le cas n=3. Nousavonschois unrepere orthonomZ;
suppo®nsquece repsre de base soit dZini par des vecteurs hl h2 t’g et constronsIe cas

paticulier o lesvecteurs V et V sont dansle sousespace dZini par , c@st ~ diredans
le sousespace orthogond™ t’g . Dansce sousespace ™ 2 dimensons Iasurface du

parall Aogramme soustendupar V, et V, est founiepar S=/,,V, V, , clest lasurface de



base du parall AZpip+de, |e volume decelui ¢i seradonnZpar le produit de sa surface debase
pa sa hauteur. Sa hauteur n@st autre quela projection deV3sur lanomale” V, et V2 .Le

vecteur U =/ .. V,'V,? qui est orthogona™ V, , V, n@ quineseule composante qui est

12

sur latroisi*me coordonn. Ce vecteur adong d@pres |@xpressionde S, S pour module.
Nousreconnassonsau passage, pour U, |@xpression du produit vectoriel des deux vecteurs

V et \:/2 . Le volume du parall 4 Zpipde sera donc:

- B — o o \/B
VUM =g, VO VOV

NousallonsgzhZaliser ~ n@mporte qudle dimenson n del@space. Soit { ha} les vecteurs

orthonomZs du repere de base, et constronsIecaspartlculler (o] IesvecteursV AY;

n'1

sont dansle sousespace dZini par hl . c@st " dire dansle sousespace orthogona ™

|1'

h . Dansce sousespace ™ n-1 dimengons le volume du parall 4 Zpipsde soustendu par
V .. V , et foumiepa V =¢ V% ...Vn_"ll,c@stla(;surfaceEdebaseSdu

o0, 1

paralleZplp-de Pour obtenir le volumeil suffit dedZcoupe e n-parall AZpipsdeen tranche
infinitZsdmale parallslement ™ sabase, le volume de celui ci seradonnZpa le produit desa

surface de base par sa hauteur. Sa hauteur n@st autre quela projection deV surlanomale”
V,

11

V. .Levecteur U, =" V.V’ quiest orthogond” V...V, , n@qud@ine

L # . Hg 1
seule composante qui est sur laderniere covorvdonnz. Ce vecteur adong d@pr-s |@xpression
deS, S pou module. Levolume du paaldZpipsde seradonc:

— [ #, #, #,
V_U!Vn T A, V1 V| "'Vn

Pour Zablir cette Zguaion nousavonspris le cas particulier os les n-1 vecteurs \:/1 oo ,\:/m L
ZAaient contenusdans|le sousespace orthogona Fln . Nousallonsmontrer quecette formule
du volume d@n parall 2Zpipsde est vraie pourtout systeme de base orthonomZ Effectuons
un changement de coordonnzs, pour toutvecteur v : v' = AL v# . Onadonc:

=" # #n$l
U! I V1 "'Vn$1

U, =V Vi AR A g
etenutilisant: # A" AH =$ ,ona:
Hy
. . . ( .t
U =U# =V . .vis Au/lf...Af:i&%_“%m;' Al 4,
H,

— gH, Hy H,g1
= Al Vi de(4, 4, A, )

n$l
= M H Hog1 . —
=40 VRV da(A) &, de(d)=de(4, .. 4)
= A" U, de(4)
Qui montre quepourtoute rotatlon des coordonns (det(A) =1) levecteur U est un vecteur

gui apourmodule le volume soustendupar les n- 1vecteursV V 1



L e volume soustendupar les n vecteurs \71 oo Vn est dong dansun repere orthorormz:
V=g, V" V" =dd(V,,..,V) (1)

0y 1

commeonalarelation detV = detV' onpeut Zrire det(V) = {/det(V' V) et donc:

Vol = /det(V, V) (2)

0e da(f/l. Vj) reprZsente le dzerminant dela matrice symzZriquecongruite avec les produits

scaaires detoutes les pares devecteurs\:/i V] :

L e volume d@in parall 2 Zpipede dans un espace eudidien s@xprime doncen fondion des
produits scalaires des vecteurs qui forment les aretes du parall 4 Zpipsde, et donccette
expression est indendante de toute base choisie pourles reprZsenter. Nousappliquaonsles
memes formules dansle cas d@n espace pseudo eudidien.

2. Divergence d@n champ de vecteur.

Dansun espace pseudoeudidien ™ n dimensonsmuni de coordonnzs orthogonaes, soit un
parall AZpip=deinfinitZsimal, dort |es aretes sont portZes par les vecteurs &, ...,& , et de
longuer respectives dx', ...,dx" , o« les &, ...,&, ontAZdZinis" lasection 2.9 et qui sont
telsque(!al.(!-:‘j =g, - Nousutilisonsdes noms ddndces tels quei, j pouridentifier les vecteurs

1 1 -~ .
&,...,& . Enfin, choisissonsun repere orthonomz pour exprimer les composantes de ces

vecteurs. . '
Le vecteur narmal ~ 1@1Zment de surface formZpar lesn-1 vecteurs e, ...,e.  est:

n—1

ds =" g & dx L dx
]

! "#I “'#n$l I1 n$1 .
nouspouvonsdonccalculer leflux # d@nvecteur U ~ travers cet 2Zment desurface, (st le
produit scalairedeU =U “éﬂ avec le vecteur nommal ™ cet 4Zment de surface, et doncavec

det(g) = det(g, ) :

— LT # 3 S0 i ing
I =U 5,5, & ell1 ...e;n%ﬂ dx: ...dx™
=y det(e) dx: ...dx" ©

My e

=U* Jde(g) 7, ., dx..dXm

Attention! dansles deux derniereslignesil n§y a pas de sommation sur lesindices (N

SO TR
leterme T est prZsent seulement pourindique [@rdre. 3 §
Comme nousl@vonsnotZplushaut, le signede ce flux dZpend de | @rientation donn au

vecteur ds .

Pour un parall AZpipedeinfinitZimal il faudrafaire la somme sur toutes lesfaces, on prendra
comme convention queles vecteurs surface sont orientZs vers | @xtZrieur. Intuitivement, il



suffit de consdzer les vecteursreliant le centre du parall AZpipede au centre dechaqueface.
Pour unepare defaces oppoges onaura:

L (X" +dX )#! (X')=$. (U¥ \/de(g) ) %, ., dx dx: ... dxm

le tenseur ! implique! =pu .
On aura doncen sommant sur les pares defaces oppoges :

L =", (UM Jdet(g)) Z , dxX dx'.dxX

et en faisant |a somme sur tousles parall 4 pipsdes infinitZsimaux adjacents situz
|OntZrieur d@nesurface S fermZe entourant un volume Vol, chagueface comptZes deux fois

ayant deux confributionsde signeoppo#, on ohtient pourle flux duvecteur U ~ traversla
surface S:

| =#U. dS'=# $,(U" Jde(g)) Tp, , X dxt...dx

quenouspouvonsre-Zrire::

1
P =" # (U /det(g)) dV 4)
Vol [da(g) H
0 : dV =./det(g) Tl_o i dx® dx ...dx" (5)

Ladivergence du champ de vecteur U seradonc

!
divlU) = \/d;@ L (UF Jdet(g) ) (6)

Attention, comme celaa A7 d4" signdZ, dansleslignes ci-dessusil n® a pas de sommation
surlesindices i, ..., leterme T est prZsent seulement pourindique |@rdre.

n1?

Notez qu@nesommation entra’'nerait dV =0 ,car 7. estantisymAriqueet

o b el

dx® dx* ...dx"* est symArique

Exemple : Soit, en coordonnz£s cartZsiennes et dans|@space eudidien ~ 3 dimengons le
vecteur: U’ =x'/r* ;00 r?=x, x' =(x)>+(y)’ +(2* . U’ reprZsentele champ
Jdectrogatique ~ lachargepres, crZZ par unecharge pondudle situZe ™ |@riginedes
" a
. - .. o 1
coordonn#s. En coordonn#s cartZsennesona: divlU)=9d,U" = r—3(6§j - 3X‘;Z(
nul partoutsaufen r =0 , o+ I@xpressonest 0/0 , doncindZinie. On alameme chose en

coordonn#s sphZiques (section 2.6) pou lesqudles le champ de vecteurs est :
!II

U=(U’,U",U")=(i2,0,0) , et avec: /det(g) =r’s ,s=sn(’) ,ona, d@pres(6):

) qui est

div(U) = riza,(rzriz) qui est partoutnul saufen r =0 , oe |@nretrouvelndAerminaion

prZcZdente. Restonsen coordonnzs sphZiques et poons: U =(U",U',U") = (ria,0,0) .Le
flux de ce champ devecteurs ™ travers unesphere derayon R , centrZe” |@riginedes

coordonnzs, est d@pres (3): ¢ = J.se% R*sin(@)dodp = 4rR** .Si a=2 , cefluxne



III
dZpend pas du rayon dela sphere, et : —jdlv(U)dV 1.Doncs a=2 ,onpeut Zrire:

4ildiv(U): "3(x)="(x)"(y)"(2) ,0+ ! estladistribuondeDiractelleque: 5(x)=0 s

x10,/()=" § x=0,et !"(x)dx=1.

Ladivergence d@n champ devecteur est liZe” lanotion decharge conservZe. Ici le mot
CchargeEdZ&igneunequantitZscalaire qui peut tre la charge dectrique un nonbre de

paticules, lamasse etc. Soit doncle quadri-courant J* = (p,J) = (p,J') dZini dansun

espace de Minkowski dontles coordonnzs dela partie spatiale sont qudconques (par
exempledescoordonnéscyllndnquesou sphZiques), et soit |@quaion:

| (3 \Jdei(g) ) =0
\/dﬁ(g) g

({/dei(g) nedzend pas du temps).
On aen intZgrant sur unvolume spaia V : 9, ], pdV =], div(J)dv
Et d@pres ce quenousavonsdiscutZ :

| #dV =$" JdS,
0+ le membre dedroite est leflux de J ~ travers unesurface SentouantV. SV est
suffisamment grand et quele vecteur courant Cdzroisse suffissmment vite™ [Onfini E,aors
leflux seranu etlaGCchageEQ =, " dV seraindzendante dutemps c@st " dire
congante.

!t”+div(J):

3. DiffZrentielle du dZer minant

NousavonsZcrit e dZerminant d@n syste me de vecteurs souslaforme:

det(V)=T, . ., V,*.V' .V~
caculonsladiffZentiele:
I
d dd(\/) = d\/ioci E(X OO Vlml "'\-/ioci ___Vnan

o+ le signe chapeau indiquel@mission et 0» unesomme sur touslesi est sousentendue
Posons:

Voic. = Ea OO Vlocl "'\./ioci "'Vnan
onvZifieimmZdiatement la propriaZ:
"V V) =dav #
donc —>— gppaa’t comme lamatrice inverse, et onadonc:
det(V)

d det(V) = det(V) Tr(V't dV) (7)



Exercice 1.

Cet exercice a pour butde manipuler lanation dedZerminant, et doncd@Zment devolume.
On se donneunematrice carrZe dedimenson nxn =(p +g) X (p + q) Zrite sousforme de

blocs:
1A B$
“#c D%
o* A estunematrice p! p , Bestunematriceq! q, B estunematrice” pligneset q

colonnes. 5
Exprimer le dzerminant de cette matrice.
Suggestion : on dZomposera la matrice sousunedes deux formes suivantes :

l'c 0%!1 a$ 1 b)f O
M = =M, M ou M= =M M’
o 180 p% 2 (o d](g 1] 12

Exercice 2. Calculez le volume d@n simplexe eudidien.

DZAinition d@n simplexe :
Soient p+1 points X, X, --.,X, linZairementindzendants (voir dZinition plusloin) dansun

espace eudidien ~ ndimensons( p! n). On appdle p-simplexe eudidien |@nsemble des

points dontles coordonnés{ z’} vZifient::
P _ P
z"‘:Z/lej , A20 5 DY A=1
j=0 j=0
Les coe‘ficients{ ! ’} s@ppdlent les Ccoordonnzs barycentriques E.

Un 2-ssimplexe est un segment de droite, un 3-simplexe est un triangle, un4-simplexe un
tAra=dre. Le p-simplexe eudidien est souvent notZ hx,x,, ... ,xp%.

A patir despoints X, X, ... X, nouspouvonsformer les p vecteurs:
(X! %), (%! %), ...,(xp! X,)
On diraqueles points x,,x,, X, sontlinZairement indZendants s ces vecteurs sont

linZairement indendants. |1s dZrivent doncun sousespace ~ p dimensons Toutpoint de
cet espace pourra scrire :

X=X+ 0" X))+ P (T X))

= (L1 L)X K] X
= # X,
p .
$ Op#' =1

Notonsquepuisque ' >0 , lacontrainte " /'=1 entra’ne / /" 1 pourtoutj.
j=0



Monlronsd@bord que avec la dZinition ¢i dessus un simplexe eudidien est un ensemble
convexe, c@st ” direques deux paints P et Q appartiennent au simplexe, aorsles points du
segment PQ appatiennent aussi au simplexe.

Soient{!i} les coordonn£s barycentriques du point P et {! i} cellesde Q. ToutpointM du
segment PQ peut sGcrire (en sousentendant les indices de coordonn£s):
M=P+1PO=10+(1" )P : O#I#1
Et dorc les coordonns barycentriques{ ! i} deM sont:
H=r#+(1$7)%
quivZifient /7" 0 (car /"0 et 1! "#0),et" !'=1.DoncM appatient bien au
j=0
simplexe.

Compte tenu de ces dZinitions et dece quenousavonsvu sur le calcul des volumes, calculez
le volume d@n simplexe eudidien.

Exercice 3. Calculez la surface d@nesphere dedimenson n.

4. Lapladen d@inefonction.

Par dZinition e laplacien d@inefondion f est ladivergence du gradient de cette fondion :
| f = div( gradf)

o 1
Clst " dire: lf =——" (g"",f \de(g))
\ae(g)

Dansl@xemple delasection 2, on peut Zcrire : U=! :g:r:e:ld(]/r) et donc:
div(grad(1/r)) = A(Y/r) = -4 8%(x) , et par trandation: | ,(1/|x" y)) =" 4#$*(x" y) , o°

| est I@pZateur laplacien appliquZ” lavariable x , et donc! J/(4” ‘x' y‘) est lafondion
de Green du Laplacien dans|@space eudidien.

Continuonsavec |@xemple des coordonns sphZiques de R® (section 2.6). Danscecas
Jdet(g) =r?s , 0* s=sin(0) . Lelaplacien scrit :

1, " 19 " 1, (
If:r—z r(rz rf) +r—2;&g #(S #f)+? $$f3<

Une Zguation faisant intervenir le laplacien en coordonns sphiques est, en gzhZal, rZsolue
pa sZpaation des variables. On utilise les fondions propres dela patie angulaire de

|@pZateur ! , quel@nnote Y'(!,") et qui s@ppdlent Charmoniques sphZiques E:
1 m 1 m m
RECRRESIAEE TR

o+ | estunentier etoe Y"(/,")est delaforme Y"(! ," )= P/"(!) €™ . En posnt z=coq! )
on obtient IGquaion deLegendre :



(d" ,. d %
;d_zﬁ(l! z )d_zL&Jr 1(1+2) !

+
1:71222- P"=0

Les harmoniques sphZiques sont dZinies demanisre”~ former un ensemble orthonomZ par
intZgration sur lasphere.
Revenons™ |@xpression du laplacien dans R® , en coordonns sphZiques, et cherchonsses
fondionspropres Af = A f souslaforme: f = f,(r)Y"(!,") . Lapatieradidedela
fondion propre satisfait IGquation::

1, . [(1+2)

!f:r—2 (r2t f) # =

qui apoursolution les fondionsde Bessel sphZriques j,(ﬁr) .

f=$f

Solution de I@xercice 1. 5
CongdZonsla premiere dZompostion. On trouveimmZiatement c = A , et

ca=B! a=A'B,d=Cetda+b=D! b=D"CA'B .Donc:
A 0$!'1 A'B $
= , :M M
#“c 180 D' caAB® * 2

. ~ . ! f$ L
Cdculonsle dzerminant d@nematrice delaforme N = #g & en congdZant quechague
colonneest un vecteur {v:} ona: det(N)=g¢, _  vi*..v..v" . Pourles p premieres

colonnes (vecteurs), seules les composantes pourlesqudles ! ...,/ . P contribuent. Donc

pour les vecteurs suivants seules les composantes / !I' >p etcelacorrespond” la

1o
matrice identitZ Donc det(N) = det(g) . On aunrZsultat Zquivalent pourlamatrice M, , et
findement on obtient le rZsultat :

det(M) = det(A) det(D ! CA''B)

Par e meme genre de calcul on obtient pourla secondedZcompostion de|@hond :
'1 B$! F 0% .
= , =M'M' , F=A' BD'C
#0 DH¥D'c 1% ' ?

d®- I@ndZAuit det(M) =det(D) det(A! BD''C)

On peut aler un peu plusloin et utiliser les dZcompostionsdelamatrice M pourexprimer
soninvease (sl existe). On a:

la 03 ! a' 0% (e, A0
o1& o 18, TR o 18
E ' 11 ' fg's M'lzq!gl ' A'B)D’ CA'lB'+'1§L
o 9% o gt & > %0  )D' CA'B¥! &

et findement, enposant: E=D! C4A''Bona:



Moo [Al + A'BECA' -A'B Elj
—E'CA™ E*
L a deuxieme dZompostionmene” :
M!I:" F!l !F!IBD!I I0/(
% D'CF' D'+D'CF'BD'"&

Solution de I@xercice 2. .
On appelle\7i les vecteurs b%is ™ partir des sommets dusimplexe: V, = x ! x . ToutpointM

du simplexe sGcrit : M =x,+) V ,00 0! y'I 1. Choisissonsle point X, comme origine
des coordonns, les y' jouent dorsle r™g de coordonnzs eudidiennes. En notant
g= det(\:/i .\7j) , le dZzerminant delamatrice formZe par les produits scalaires des vecteurs \/I ,
@ Zment de volume scrit :
dv =./g dy' ...dy"
Le volume du simplexe est donc:
V=gl dy !:"yldf...!
Reste ” calculer cette intZgrale :
ytry

1 1" y*
V=ygldy'l Cdy.. ]

Y

0

T () dy?

oty

" yl "3 1 . .
veVg a1l d A7 G ey

Ensuite on procede pa rZcurrence. Posons:

0

TR
A=11 "y z=yPd
i=1
1 1
ona: v (Al 2)0dz = A
°q! (g+1)!

findement on obtient le volume d@n simplexe eudidien :

1
V:H\/a

Solution de I@xer cice 3.
Dansun espace eudidien muni de coordonns cartZsiennes {xi} ,i=1..,n+1, laspherede
dimensonn et derayon R est lasurface dZiniepar : (x')? +...+ (x"™)2 = R? .

Passons” des coordonnzs sphziques. La gzhZalisation des coordonns sphZiques vues au
premier chapitre est :



xt=rc ; c=cog!)) , s=sn()

x*=rsc, ; ¢c,=cog!,) , s,=sin(’))
X’=155,¢,
X"=rss,..s
Le domaineded4inition de ces coordonn£s sphZiques est :
0! " 1 # ; 1Mi! n$1
ol " 12#

Il n@st pas difficile detrouve |@Zment linZaire de longueur :
ds’ = (dx)* +...+ (dx")? = dr? +r?(d! ) +r?s*(d! ))* +...+r?’s%..s, *(d! )
Et d@n dZduire |@1 Zment devolume :
dv=r"drs"*d" s"?d",....s, ,d" d"
Puisquele rayon est normal ~ la surface delasphere (voir chepitre 1) |@ Zment de surface de
la sphere derayonr seradoncdonnZpa :

dS=r"g"'d6, s, ?do,...s_,d6,_ db.
Il nereste plusquO intZgrer sur le domeinededZinitiondes ! . . Pour celaon utilise une
intZgration par partie. Enposant s=sin(’),c=cog/) etpou p>1ona:

#s"d! :#ssp“d! :§CSP$1'(; +(p$l)#czsp$2d! :(p$1)#(1$sz)sp$2d!

d®e : ;tés”d! :%&#’sp“d! (pou p>1).

En procZdant par itZration sur ladimengon, dedeux en deux, ontrouvepourr =1 :
M H#n+1&

S=21 2/ %)T(

o* ! estlafondionCGammaEtdleque: ! (x+1)=x! (x)=x! ,! (1/2):\/7 .
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