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5.  Formes diffŽrentielles, Alg• bre ExtŽrieure (premi• re 
partie). 
 
La lecture de ce chapitre et du suivant peut •tre diffŽrŽe et reprise au moment dÕaborder les 
Žquations de structure au chapitre 10. Ces Žquations de structure seront une justification en 
elles m•mes du formalisme dŽveloppŽ ici. 
 
 
1. Essai de justification. 
 
Nous avons dŽjˆ  rencontrŽ, sans le dire, des formes diffŽrentielles. Par exemple lÕŽlŽment de 

volume (4.5) que nous avons Žcrit (sans sommation) :
  
dV = g !

"1..."
n

dx
"1 ...dx

"
n  , est une 

forme de degrŽ n. LÕŽlŽment de surface dans un espace ˆ  n dimensions, dans une direction 
donnŽe (section 4.2), est une forme de degrŽ n-1. Ce qui caractŽrise ces exemples est que la 
partie diffŽrentielle est antisymŽtrique. 
Un autre exemple de forme est fourni par le travail dÕune force    

!
f (x)  lors dÕun dŽplacement 

infinitŽsimal   d
!
x  . Le travail ŽlŽmentaire 

   
! W =

!
f (x).d

!
x = fµ (x)dxµ  est une forme 

diffŽrentielle de degrŽ 1. Cette forme nÕest pas forcŽment une diffŽrentielle exacte, cÕest ˆ  dire 
nÕest pas nŽcessairement la diffŽrentielle dÕune fonction. Ce serait le cas si    

!
f (x)  Žtait un 

champ de gradient, la forme serait alors la diffŽrentielle dÕune fonction potentiel. 
 
Prenons encore lÕexemple du flux du champ magnŽtique   

!
B  ˆ  travers une surface dans 

lÕespace ordinaire muni de coordonnŽes cartŽsiennes orthonormŽes. A la section 3.10 nous 
avons posŽ : 

  
Bi = ! 1

2
" ijk F

jk
 , compte tenu de lÕexpression de lÕŽlŽment de surface 

perpendiculaire ˆ  la direction i, le flux de   
!
B  dans cet ŽlŽment sera : 

  
! = " 1

2
#ijk Fjk #imn dxm dxn  

(sans somme sur i). On a donc j=m, k=n, ou bien j=n, k=m. On ne peut Žvidemment Žcrire  

 
! = Fjk dxj dxk , qui vaudrait 0 puisque  

 
Fjk  est antisymŽtrique et  dxj dxk  est symŽtrique. 

Pour tenir compte du caract•re antisymŽtrique de chaque ŽlŽment on Žcrit : 
 
! = Fjk dxj " dxk  , 

ceci est un exemple de forme de degrŽ 2.  
 
LÕalg•bre extŽrieure permet de manipuler les formes diffŽrentielles avec une tr•s grande 
Žconomie de notations. Nous allons donner une dŽfinition formelle de lÕalg•bre extŽrieure. 
Mais avant, rappelons que le nombre de composantes dÕun tenseur compl•tement 
antisymŽtrique a ŽtŽ obtenu ̂  lÕexercice 3.2 . 
 
 
2. DŽfinition de lÕalg•bre extŽr ieure : 

Soit   !
n , on appelle    !

p(!n)  un espace vectoriel ˆ  
  
C

n

p =
n!

p! (n ! p)!
 dimensions. Par 

convention 
   !

p(! n) = 0  si  p > n . 
Pour chaque couple p,q, on dŽfinit une application : 
                                      

   !
p (! n ) " ! q (! n ) # ! p+q (! n )  



 2 

telle que si    x, !x " # p(!n)  et    y, y ' !"
q (! n )  , lÕapplication est bilinŽaire : 

                      (x + !x ) " y = x " y + !x " y ; x " ( y + !y ) = x " y + x " !y  

                                                      x ! y = (" 1) pq
y ! x  

lÕapplication est associative :   (x ! y) ! z = x ! ( y ! z)   

Enfin    !
p(! n) " ! q(! n)  engendre    !

p+q (! n )  . 
 
Une fonction est une forme de degrŽ 0. Nous avons rencontrŽ ˆ  la section prŽcŽdente les 
formes de degrŽ 1 que lÕon peut Žcrire   

! = a" (x)dx"  . 

 LÕalg•bre extŽrieure est lÕalg•bre des formes diffŽrentielles. La dŽfinition qui a ŽtŽ donnŽe de 
cette alg•bre permet de construire des formes de degrŽ supŽrieur ˆ  1 ˆ  partir des formes de 
degrŽ 0 et 1. Cela sÕapplique au cas particulier o• lÕon a deux formes de degrŽ 1 ŽlŽmentaires 

 dxi  et  dx j  , par exemple la seconde  propriŽtŽ entra”ne :  dxi ! dxj = " dxj ! dxi  . On peut 
continuer ainsi. 
On appelle forme diffŽrentielle de degrŽ p, dŽfinie sur un ouvert U de  !

n , toute expression de 
la forme : 

                                            
  
! = ai1 ... ip

dxi1 " ..." dx
ip                                                              (1) 

o• une somme sur les indices rŽpŽtŽs est sous entendue, et o• les 
  
ai1 ... ip

 sont les composantes 

dÕun tenseur de rang p. Les 
 
Cn

p  ŽlŽments 
  dxi

1 ! ... ! dx
ip  forment une base de 

   !
p(!n)  . 

 
Un exemple est fourni par lÕŽlŽment de volume : 

                                         
  
dV = g ! " 1..." n

dx" 1 ...dx" n  

(sans sommation), qui sÕŽcrit :   

                                       
  dV = g dx1 ! dx2 ! ... ! dxn  

On ne peut pas Žcrire la premi•re de ces formules avec une somme sur les indices, mais en 
revanche on peut Žcrire : 

                               
  
dV =

1
n!

g ! " 1 , ... ,"
n

dx
" 1 # dx

" 2 # ...# dx
"

n  

 

Notons que lÕantisymŽtrie de   dxi1 ! ...! dx
ip  fait que , toute partie symŽtrique dans les 

composantes 
  
a

i1 ... i
p

 dispara”t. On Žcrira : 
  
! = p! a(i1 ... ip ) dxi1 " ..." dx

ip pour dire quÕil nÕy a 

pas sommation sur les indices et que les indices ont ŽtŽ rangŽ dans un certain ordre, le 
multiplet 

  
(i1, ...,ip )  nÕapparaissant quÕune fois.  

 
 
3. DiffŽrentielle dÕune forme. 
  

La diffŽrentielle extŽrieure dÕune fonction f dŽpendant des variables 
 

xi{ }  correspond ̂  la 

dŽfinition habituelle : 

                                                       
 
df =

!f

!xi
dxi  
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Par dŽfinition la diffŽrentielle extŽrieure de la forme 
  
! = a

i1 ... i
p

dx
i1 " ..." dx

i
p  de degrŽ p  

sera : 

                                          
  
d! = da

i1 ... i
p

" dx
i1 " ..." dx

i
p                                                 (2) 

CÕest une application de    !
p(! n)  dans    !

p+1(!n)  . 
 
La diffŽrentiation extŽrieure poss•de les propriŽtŽs suivantes : 
                                             d(! +! ') = d(! ) + d(! ')                                                    (3a) 
                                             d(! " ) = ! d(" ) , ! = Constante                                   (3b) 
                                             d(d(! )) = 0                                                                        (3c) 
et, si !  est une autre forme de degrŽ q quelconque : 
                                        d(! " #) = d(! ) " # + ($1)p! " d#                                          (4) 
 
La propriŽtŽ (3c) vient de : 

                                 

  

d(d! ) = d (" j ai
1

... i p
dxj # dxi

1 # ... # dx
ip )

= " k j ai
1

... i p
dxk # dxj # dxi

1 # ... # dx
ip

 

qui est nul car la dŽrivŽe seconde est symŽtrique dans les indices k et j alors que  dxk ! dxj  
est antisymŽtrique dans les m•mes indices. 

La quatri•me propriŽtŽ sÕŽtablit aussi tr•s directement. Soit 
  
! = bj

1
... jq

dxj
1 " ... " dx

jq  : 

     

  

d(! " #) = $k(ai1 ... ip
bj1 ... jq

) dxk " (dxi1 " ..." dx
ip ) " (dxj1 " ..." dx

jq )

= $k(ai1 ... ip
) dxk " (dxi1 " ..." dx

ip ) " bj1 ... jq
(dxj1 " ..." dx

jq )

+ ai1 ... ip
dxk " (dxi1 " ..." dx

ip ) $k (bj1 ... jq
) " (dxj1 " ..." dx

jq )

= d! " # + (%1)p ai1 ... ip
(dxi1 " ..." dx

ip ) $k (bj1 ... jq
) " dxk " (dxj1 " ..." dx

jq )

= d! " # + (%1)p ! " d#

 

 
 
 
4. Exemple : lÕŽlectromagnŽtisme. 
 

A la section 3.10, nous avons dŽfini dans   M
4  un quadri potentiel vecteur 

   
Aµ{ } = (!,

!
A)  (on 

utilise ici des coordonnŽes cartŽsiennes). Nous pouvons construire une forme de degrŽ 1 :  

 
A= A

µ
dxµ  . Sa diffŽrentielle sera : 

                   
  
dA= ! " Aµ dx" # dxµ =

1
2

(! " Aµ dx" # dxµ + ! µ A" dxµ # dx" )  

o• nous avons simplement ŽchangŽ le nom des indices dans la derni•re partie. Soit en utilisant 
lÕantisymŽtrie du produit extŽrieur : 

                           
  
dA=

1
2

(!
µ
A" # ! " A

µ
) dxµ $ dx"

=
1
2

F
µ" dxµ $ dx"  

o•  le tenseur 
 
F
µ!  a ŽtŽ dŽfini ˆ la section 3.10.  
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Ecrivons la relation   d(dA) = 0 , on a : 
  
d2 A =

1

2
! " Fµ# dx" $ dxµ $ dx#  . Si on explicite cette 

contrainte pour chaque triplet  ! , µ, "  , on obtient les Žquations : 

                                         
   
div
!
B = 0 , Rot

" !""

(
!
E) +

!
!
B

! t
= 0  

qui sont les Žquations de Maxwell sans terme de source. 
Ces deux Žquations traduisent le fait que les champs Žlectriques et magnŽtiques dŽrivent des 
potentiels !  et   

!
A . 

 
 
5. Le thŽor•me de PoincarŽ . 
  
Soit une forme  ! = d"  de degrŽ p, elle vŽrifie :   d! = dd" = 0 . On peut se poser la question : 
est ce que la rŽciproque est vraie, cÕest ˆ  dire, est ce que toute forme de degrŽ p dont la 
diffŽrentielle extŽrieure est nulle est la diffŽrentielle dÕune forme de degrŽ p-1 ? 

Soit une forme 
  
! = ai

1
... i p

dxi
1 " ... " dx

ip  de degrŽ p, nous allons dŽfinir une application 

  I : ! p " ! p#1  telle que  d I ! + I d! = !  . Ainsi si   d! = 0  , ! sera bien la diffŽrentielle 
extŽrieure dÕune forme de degrŽ p-1. 
 
Soit la transformation :   x

i ! t xi , 0 " t " 1 , pour tout  i  . DŽfinissons : 

                   
  
I! = (" 1)k" 1

k=1

p

# t p" 1

0

1

$ ai1 ...ip
(t x) xik dt dxi1 %...%dxik" 1 %dxik+1 %dx

ip  

dans cette expression on a Ç intŽgrŽ È chaque coordonnŽes tour ˆ  tour. Calculons dI !  : 

               

  

dI! = p t p" 1

0

1

# ai
1

... i p
(t x) dt dxi

1 $ ...$ dx
ip

+ (" 1)k" 1

j =1

n

%
k=1

p

% t p

0

1

#
&ai

1
... i p

&x j
xik dt dxj $ dxi

1 $ ...$ dxik" 1 $ dxik+1 $ dx
ip

 

Dans la deuxi•me partie 
  

! a
i1 ...i

p

! x
j

 dŽsigne la dŽrivŽe par rapport au j-i•me argument. 

DÕautre part : 

                                     
  
d! =

j =1

n

"
#ai1 ...ip

#x j
dxj $ dxi1 $ ...$ dx

ip  

On va considŽrer  dxj  comme dernier terme du produit extŽrieur, on Žcrit donc : 

                                    
  
d! =

j =1

n

"
#ai1 ...ip

#x j
($1)p dxi1 %...%dx

ip %dxj  

          

  

Id! =
j =1

n

" t p

0

1

#
$ai1 ...ip

$x j
x j dt dxi1 %...%dx

ip

+
j =1

n

" (&1)k&1

k=1

p

" t p

0

1

#
$ai1 ...ip

$x j
(&1)p xik dt dxi1 %...%dxik&1 %dxik+1 %dx

ip %dxj

 

et en re-arrangeant les termes : 
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Id! =
j =1

n

" t p

0

1

#
$ai1 ...ip

$x j
x j dt dxi1 %...%dx

ip

&
j =1

n

" (&1)k&1

k=1

p

" t p

0

1

#
$ai1 ...ip

$x j
xik dt dxj %dxi1 %...%dxik&1 %dxik+1 %dx

ip

 

DÕo• : 

                    

  

Id! + dI! = p t p" 1

0

1

# ai1 ...ip
dt dxi1 $ ...$ dx

ip

+
j =1

n

% t p

0

1

#
&ai1 ...ip

&x j
x j dt dxi1 $ ...$ dx

ip

 

 

                     

  

Id! + dI! =
d
dt0

1

" ( t p ai1 ...ip
(tx)) dt dxi1 # ...# dx

ip

= t p ai1 ...ip

$
%&

'
()0

1

dxi1 # ...# dx
ip

= !

 

 
Si   d! = 0  , alors  ! = dI!  , et !  est la diffŽrentielle extŽrieure dÕune forme de degrŽ p-1. 
Mais la dŽmonstration ci-dessus utilise la transformation    x

i
! t xi , 0 " t "1, il faut donc que 

le  volume considŽrŽ puisse •tre contractŽ en un point. Cela est le cas pour les cubes ou les 
boules. 
 
On a donc le thŽor•me de PoincarŽ : 
Si une forme !  est telle que   d! = 0  , alors sur un cube elle est de la forme 

 
! = d"  . 

 
Exemple : 
ConsidŽrons les coordonnŽes polaires 

 
! , "  dans le plan, la correspondance avec les 

coordonnŽes cartŽsiennes Žtant :  x = ! cos(" ) , y = ! sin(" ) , 
  
tg(! ) =

y
x

. De cette derni•re 

relation on obtient 
  
d! =

xdy" ydx

x2
+ y2

 . La diffŽrentielle extŽrieure de la forme  
  
! =

x dy " y dx

x2 + y2
  

est nulle partout comme un calcul direct le montre , cependant, en  x = y = 0 , !  nÕest pas 
dŽfinie. !  est bien de la forme  d!  sauf au point origine.  
 
DŽfinitions : 
Une forme diffŽrentielle !  qui peut sÕŽcrire  ! = d"   est appelŽe forme exacte. Si !  vŽrifie 

  d! = 0  , on dit que !  est une forme fermŽe. Une forme fermŽe nÕest pas forcŽment exacte, 
cela nÕest vrai que sur un cube. 
 
Exercice 1. 
Montrez les propriŽtŽs suivantes : 
forme exacte ! forme fermŽe = forme exacte 
forme fermŽe! forme exacte = forme exacte 
forme fermŽe ! forme fermŽe = forme fermŽe 
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6. Changement de coordonnŽes, lÕapplication  !

*  . 
 

Soit une application !  dÕun ouvert  Un
 , muni dÕun syst•me de coordonnŽes 

 
xi{ }  dans un 

ouvert  Vn
 de coordonnŽes 

  
y

j =! j (x
i ){ }  . Ceci induit une application  !

*  sur les formes 

diffŽrentielles : 

                                    

  

! = ai
1

... i p
( y) dyi

1 " ... " dy
ip

# $ *(! ) = ai
1

... i p
($ (x)) d$ i

1 " ... " d$
ip

 

                         

  

! *(" ) = ai
1

... i p
(! (x))

#! i
1

#x j
1

dxj
1

$

%
&

'

(
) * ... *

#!
ip

#x
j p

dx
j p

$

%
&

'

(
)  

 
Exemple : changement de coordonnŽes pour lÕŽlŽment de volume. 

                     
  
dV = g ! " 1..." n

dy" 1 ...dy" n # dV = g dy1 $ ...$ dyn  

(sans sommation pour la premi•re expression), soit aussi : 

                                
  
dV =

1
n!

g !
"1..."

n

dy
"1 # ...# dy

"
n  

                            

  

dV =
1
n!

g ! " 1..." n

#y" 1

#x$1
dx$1 %...%

#y" n

#x$n
dx$n

=
1
n!

g det
#y
#x

&

'(
)

*+
! $1...$n

dx$1 %...%dx$n

= g det
#y
#x

&

'(
)

*+
dx1 %...%dxn

 

Nous avons introduit le dŽterminant de la matrice 
 

! y"

! x#
 appelŽ Jacobien . 

 
LÕapplication  !

*  poss•de les propriŽtŽs suivantes : 

                                           

  

! * (" +#) =! * (" ) +! * (#)

! * (" $#) =! * (" ) $! * (#)

(!% )* (" ) =% *! * (" )

! * (d" ) = d! * (" )

                                                  (5) 

 
Les deux premi•res propriŽtŽs sont Žvidentes. Examinons la quatri•me. 
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! * (" ) = ai1 ... ip
(! (x)) d! i1 # ...# d!

ip

d! * (" ) = dai1 ... ip
(! (x)) #

$! i1

$x j1
dxj1

%

&
'

(

)
* # ...#

$!
ip

$x
j p

dx
j p

%

&
'

(

)
*

=
$ai1 ... ip

$yk

$! k

$xl
dxl

%

&'
(

)*
#

$! i1

$x j1
dxj1

%

&
'

(

)
* # ...#

$!
ip

$x
j p

dx
j p

%

&
'

(

)
*

 

comparons ˆ    !
* (d" )  : 

                                     
  
d! =

"a
i1 ... i

p

"yk
dyk

# dy
i1 # ...# dy

i
p  

                        

  

! *(d" ) =
#ai

1
... i p

#yk

#! k

#xl
dxl

$

%&
'

()
*

#! i
1

#x j
1

dxj
1

$

%
&

'

(
) * ...*

#! i p

#x
j p

dx
j p

$

%
&

'

(
)  

et donc :        !
* (d" ) = d! * (" )  

 
Maintenant considŽrons la troisi•me propriŽtŽ, ˆ  savoir :  (!" )* (# ) =" *! * (# )  . 

Soient :   y
i
= ! i (x j ) , x j

=" j (zk )  
 

                             
  

z !" #" x $" #" y

%p(z) ! &

' "" %p(x) $&

' "" %p( y)
 

 

               

  

! * (" ) = a
i1 ... i

p

(! (x))
#! i1

#x
j1

dx
j1 $ ...$

#!
i
p

#x
j
p

dx
j
p

%*! * (" ) = a
i1 ... i

p

(! (%(z)))
#! i1

#x
j1

#% j1

#z
k1

dz
k1 $ ...$

#!
i
p

#x
j
p

#%
j
p

#z
k

p

dz
k

p

 

maintenant on a, en omettant certains indices sur les fonctions !  : 

               
  
(! " )* (# ) = ai1 ... ip

(! (" (z)))
$! i1 (" (z))

$zk1
dzk1 %...%

$!
ip (" (z))

$z
kp

dz
kp  

qui par la composition des dŽrivŽes donne le rŽsultat annoncŽ. 
 
 
 
 
Exercice 2. 

Soit    ( p
!"

, E)  la quadri impulsion dÕune particule. Montrer que la quantitŽ 
   d

3 p
!"

/ E  , appelŽe 
Ç ŽlŽment de lÕespace de phase È, est invariante par les transformations de Lorenz dŽfinies au 
chapitre 2. 
 
 
7. Produit scalaire pour  les formes diffŽrentielles, lÕopŽrateur * de Hodge. 
 
LÕalg•bre extŽrieure est la manipulation des tenseurs antisymŽtriques (pour les formes de 
degrŽ ! 2 , puisquÕune forme de degrŽ un correspond ̂  un vecteur). On a vu au chapitre 3 que 



 8 

la contraction de tous les indices de deux tenseurs de m•me rang fournit un scalaire. On va 
dŽfinir un opŽrateur qui va permettre de rŽaliser cette opŽration. CÕest lÕopŽrateur Ç Žtoile È de 
Hodge dŽfinit de la mani•re suivante : 

 Soit une forme 
  
! = ai1 ... ip

dxi1 " ..." dx
ip  , on pose : 

                                          
  
*! = a

j1 ... j
n" p

* dx
j1 # ...# dx

j
n" p                                                      (6) 

o• :                             
  
aj1 ... jn! p

* =
1

(n ! p)!
g " i1 ...ip j1 ... jn! p

a
i1 ...ip  

 

Exemple :                         *1 = g dx1 ! ...! dxn = dV  
 
LÕopŽrateur Žtoile a les propriŽtŽs suivantes : 

                                                

  

*(! +") = *! + *"

* *! = (#1)p(n# p)
!

! $ *" =" $ *!

                                                             (7) 

 
 
La premi•re propriŽtŽ est immŽdiate, considŽrons la seconde : 
 

                                
  
*! =

1

(n" p)!
g #i

1
... i p j

1
... jn" p

a
i
1

... i p dxj
1 $ ... $ dx

jn" p  

         

  
! ! " =

1
p!

g #l1 ...ln$ p j1 ... j p
gk1 l1 ... g

kn$ p ln$ p
1

(n$ p)!
#m1 ...mpk1 ...kn$ p

gm1 i1 ... g
mp ip ai1 ...ip

%

&
'

(

)
* dxj1 + ...+ dx

j p  

          
  
! ! " =

1
p! (n# p)!

g $l1 ...ln# p j1 ... j p
det(g%&) $

i1 ...ip l1 ...ln# p ai1 ...ip
dxj1 ' ... ' dx

j p  

 

mais  
  
!

l1 ...l
n" p

j1 ... j
p

!
i1 ...i

p
l1 ...l

n" p = (" 1) p(n" p) !
l1 ...l

n" p
j1 ... j

p

!
l1 ...l

n" p
i1 ...i

p  , et la sŽquence 
  
( j1,..., j p )  doit 

•tre la m•me que la sŽquence 
  
(i

1
,..., i p)  ˆ  une permutation pr•s. DÕo• : 

                
  
! ! " =

1
(n # p)!

(#1) p(n# p) $
l1 ...l

n# p
j1 ... j

p

$
l1 ...l

n# p
j1 ... j

p a
j1 ... j

p

dx
j1 %...%dx

j
p  

et finalement :   
  
!!" = (#1) p(n# p) a

j1 ... j
p

dx
j1 $ ...$ dx

j
p = (#1) p(n# p)

"  

 
Maintenant examinons la troisi•me des propriŽtŽs (7) de lÕopŽrateur Žtoile. 
Soient deux formes de m•me degrŽ p : 

                    
  
! = ai1 ... ip

dxi1 " ..." dx
ip    et 

  
! = bj1 ... j p

dxj1 " ..." dx
j p  

 On a :            
  
*! =

1
(n " p)!

g #i1 ...ip j1 ... jn" p
b

i1 ...ip dxj1 $ ...$ dx
jn" p  

 

         
  
! " *# =

1
(n$ p)!

g ai1 ... ip
%k1 ...kp j1 ... jn$ p

b
k1 ...kp dxi1 " ..." dx

ip " dxj1 " ..." dx
jn$ p  
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qui sÕŽcrit : 

          
  
! " *# =

p!
(n$ p)!

g a(i1 ... ip ) % k1 ...kp j1 ... jn$ p
b

k1 ...kp dx(i1 " ..." dx
ip )

"dxj1 " ..." dx
jn$ p  

o• les parenth•ses signifient que les indices ont ŽtŽ ordonnŽs et ne sont comptŽs quÕune fois. 

         
  
! " *# =

( p!)2

(n $ p)!
g a( i1 ... i

p
) %(k1 ...k

p
) j1 ... j

n$ p

b
(k1 ...k

p
)

dx
( i1 " ..." dx

i
p

)
" dx

j1 " ..." dx
j
n$ p  

Etant donnŽ le produit extŽrieur, la suite 
  
(k1 ...kp)  est identique ˆ  la suite 

  
(i

1
... i p)  ˆ  une 

permutation pr•s, et donc : 

          

  

! " *# =
( p!)2

(n$ p)!
g a(i1 ... ip ) %(i1 ...ip ) j1 ... jn$ p

b
(i1 ...ip )

dx(i1 " ..." dx
ip )

" dxj1 " ..." dx
jn$ p

= p! ai1 ... ip
b

i1 ...ip dV

 

                                           
et donc par symŽtrie du membre de droite :         ! " *# = # " *!  
 
On peut donc dŽfinir le produit scalaire de deux formes de m•me degrŽ sur une variŽtŽ M 
par : 

                                                
  
(! ," ) = ! # $"

M
%                                                              (8) 

Ce produit scalaire est symŽtrique dÕapr•s les propriŽtŽs de lÕopŽrateur Žtoile. 
 
 
8. Exemple. 
 
Reprenons lÕexemple de lÕŽlectromagnŽtisme dans   M

4  muni de coordonnŽes 
cartŽsiennes. Comparons les formes  F ! F  et  F ! " F  , o• 

 
F = Fµ! dxµ " dx!  . 

Ce sont toutes deux des formes de degrŽ 4. La seconde sÕŽcrit : 

                          
   
F ! "F = 2 F

#$
F#$ dV = 4 (

!
B

2

%
!
E

2

) dV  

Nous rencontrerons cette expression lors de la discussion du principe de moindre action. La 
premi•re forme sÕŽcrit :    F ! F = 8

!
E.
!
B dV  .  

ConsidŽrons de petites variations des champs. Ecrivons  F = dA , et faisons varier  A par une 
quantitŽ infinitŽsimale  a  :  A! A+ a . Alors :   F ! F " (dA+ da) ! (dA+ da)  soit en 
nŽgligeant les termes dÕordre supŽrieur ˆ 1 :   F ! F " dA! dA+ 2dA! da  ( dA  et  da sont 
des formes de degrŽ 2). 
La variation sÕŽcrit comme une diffŽrentielle exacte gr‰ce ˆ  : 
                                d(dA! a) = d2A! a + (" 1)2 dA! da 
                                     F ! F " F ! F + 2d(F ! a)  
Nous verrons, dans le chapitre consacrŽ au principe de moindre action, que le fait que la 
variation soit une diffŽrentielle exacte entra”ne quÕun terme du genre  F ! F  ne contribue pas 
aux Žquations du mouvement. 
 
 
 
 
 



 10 

9. LÕopŽrateur !  et les changements de coordonnŽes. 
 
Quelle est la relation entre lÕopŽrateur Žtoile qui permet la construction du produit scalaire de 
deux formes et lÕapplication 

 
! *  qui reprŽsente les changements de coordonnŽes ou des 

transformations. CÕest ce que nous allons Žtudier dans cette section. 

Soit une transformation!  : 
 

xµ{ } !" #" y${ }  . Ceci induit une application  !
*  sur les formes 

diffŽrentielles : 

                                   
  

! = a"
1

..." p
( y) dy"

1 # ... # dy
" p  

 

                      

  

! * (" ) = a#1 ...# p
(!(x))

$y#1

$xµ1
dxµ1

%

&
'

(

)
* + ...+

$y
# p

$x
µ p

dx
µ p

%

&
'

(

)
*  

 

                 
  
*! =

1
(n " p)!

g( y) #$1 ...$p%1 ...%n" p
a&1 ...&p

g&1$1 ...g
&p $p dy%1 ' ... ' dy

%n" p  

Maintenant en nous rappelant les notations utilisŽes pour les changements de coordonnŽes : 

 
Aµ
! =

"y!

"xµ
 , nous avons : 

          

  
! *("# ) =

1

(n$ p)!
g( y) %&

1
...&p '

1
...' n$ p

a!
1

...! p
g!

1
&

1 ... g
! p &p A(

1

'
1 ... A( n$ p

' n$ p dx(
1 ) ... ) dx

( n$ p  

et :  
  
! * (" ) = a! 1 ...! p

A
µ1

! 1 ... A
µp

! p dxµ1 # ...# dx
µp  

dÕo• : 
       

  
!" * (# ) =

1
(n$ p)!

g(x) %µ1 ...µ p &1 ...&n$ p
a"1 ..." p

A'1

"1 ... A' p

" p(
)*

+
,-

gµ1'1 ... g
µ p' p dx&1 . .... dx

&n$ p  

 
Une transformation qui conserve les longueurs agit comme un changement de coordonnŽes : 

 
g! " = gµ # A#

! Aµ
"  , et dans ce cas : 

         

  

! * ("# ) =
1

(n$ p)!
g( y) %&1 ...&p ' 1 ...' n$ p

a! 1 ...! p
(gµ1( 1 A( 1

! 1 Aµ1

&1 ) ... (g
µ p ( p A( p

! p Aµ p

&p )

A) 1

' 1 ... A) n$ p

' n$ p dx) 1 * ...* dx
) n$ p

 

 

Mais : 
  

! " 1 ..." p #1 ...# n$ p
Aµ1

" 1 ... Aµ p

" p A%1

#1 ... A%n$ p

# n$ p =! µ1 ...µ p %1 ...%n$ p
det( A)  

et :   det(g( y)) = det(g(x)) det! 2( A)  , dÕo• il reste : 

    
  
! * ("# ) =

1
(n$ p)!

g(x) %µ1 ...µ p &1 ...&n$ p
a
!1 ...! p

gµ1'1 ... g
µ p' p A

'1

!1 ... A
' p

! p dx&1 ( ...( dx
&n$ p  

 
Finalement, si une transformation conserve les longueurs, alors : 
                                               !

*("# ) = "! *(# )                                                                    (9) 
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Solution de lÕexercice 1. 
Il suffit dÕappliquer la propriŽtŽ (4). Exemple : Soit !  forme exacte de degrŽ p,   (! = d" )  ,et  
!  forme fermŽe   (d! = 0) , on a : 

                      ! " # = d$ " # = d($ " #) %(%1)p$ " d# = d($ " #)  
et donc :             forme exacte! forme fermŽe = forme exacte 
 
Solution de lÕexercice 2. 

Soit    ( p
!"

, E)  la quadri impulsion dÕune particule exprimŽe dans un rŽfŽrentiel et    ( p
!"

, E)  la 
m•me quantitŽ physique exprimŽe dans un autre rŽfŽrentiel et reliŽes par :  

                     p
x

= p
x , p

y

= p
y , p

z
= ! ( p

z

+ " E) , E = ! (E + " p
z

)  
o• :   ! = ch( y) , " = sh( y) , t # ct . 
On a : 

                   
   

d3 p
!"

E
=

dpx ! dpy ! dpz

E
=

d p
x

! d p
y

! " (d p
z

+ # dE)
E

 

or :               
  
dE = d m2 + p

2

=
1

E
p

x

d p
x

+ p
y

d p
y

+ p
z

d p
z!

"#
$
%&

 

dÕo• :                

   

d3 p
!"

E
=

d p
x

! d p
y

! d p
z

" (E + # p
z

)
" (1+ #

p
z

E
) =

d3 p
!"

E
 

Ceci se comprend facilement en remarquant que 
   

d3 p
!"

E
 vient de   d

4 p ! ( p2 " m2)  et que   d
4 p   

est invariant par transformation de Lorenz dÕapr•s la transformation des volumes explicitŽe 
section 6. 
 
 


