5. Formes diffZrentielles, Alge bre ExtZrieure (premiesre
partie).

Lalecture dece chapitre et du suivant peut «tre diff ZrZe et reprise au moment d@border les
Zguaionsdestructure au chapitre 10. Ces Zguaionsde structure seront unejudification en
elles memes du formalisme d4/eloppZici.

1. Essai dejustification.

Nousavonsd4” rencontrZ, sansle dire, des formes diff Zrentielles. Par exemple |@ Zment de

volume (4.5) quenousavonsZcrit (sanssommation): dV =./g g, , dx™..dx™ ,estune
forme de degrZn. LA Zment de surface dansun espace ™ n dimensons dansunedirection

donnz (section 4.2), est uneforme de degrZn-1. Ce qui caractZrise ces exemples est quela
patie diffZentielle est antisymarique

Un autre exemple deforme est foumi par Ietravall dG]neforce f(x) lors d@n dZplacement
infinitZsimal dx . Letravail 2Zmentaire /W = f(x) dx— f (x)dx“ est uneforme
diff Zrentielle dedegrZ 1. Cette forme n@st pas forcZment unediff Zentielle exacte, c@st ~ dire

n@st pas nZcessairement la diff Zrentielle d@nefonction. Ce serait lecass f(x) Zait un
champ degradient, laforme serait alors la diff Zrentielle d@nefondion potentiel.

Prenonsencore |@xemple du flux du champ magnZthue B " travers unesurface dans
|@space ordinare muni de coordonns cartZsiennes orthonomzZes. A la section 3.10 nous

avonspoy: B’ =1 ;"”"ij , compte tenu de | @xpression de|@Zment de surface
perpendiculaire ® ladirectioni, leflux de B danscet 2Zment sera: / =" SHE, # L dX X
(sanssomme sur i). On adoncj=m, k=n, ou bien j=n, k=m. On ne peut Zridemment Zrire

!' = F, dx' dX‘, quivaudrait O puisque F, est antisymZriqueet dx' dx‘ est symarique
Pour tenir compte du caractsre antisymAriquedechaqueAZment on Zrit : / = F, dx' " dx‘ ,
ceci est unexemple deforme dedegrZ 2.

L @lgebre extZieure permet de manipuler les formes diff Zentielles avec unetres grande
Zconorie denotations Nousallonsdonne unedZinitionformelle del@lgebre extZieure.
Mais avant, rappdonsquele nombre de composantes d@n tenseur comple tement
antisymAriquea AZ obtenu” |@xercice 3.2 .

2. DZinition de |@lgebre extZieure:
!
Soit ! ", onappdle A’(R") unespace vectoriel © C” :ﬁ dimendons Par
p(n-p)
convention AP(! ")=0s p>n.
Pour chagquecouple p,g, on dZinit uneapplication::
regmymramy # 1)



telleques x,x!" #°(R") et y,y'e A’(! ") , |@pplication est bilinZire :
(x+xH" y=x"y+x!"y X x"(y+yH)=x" y+x"
x! y=("D" y! x
|@pplication est assodative: (x! y)! z = x! (y! 2)
Enfin! P(0 )" 190 ™) engendre! 7*(1 ") .

Unefondion est uneforme dedegrZ 0. Nousavons rencontrZ” la section prZcZdente les
formes dedegrZ 1 quel®n peut Zerire ! =a, (X)dx .
L @lgebre extZrieure est I@Igebre des formes diff Zrentielles. La dZinition qui aAZ donn£ de

cette agebre permet de congruire des formes de dengsuerieur " 17 patir desformesde
degrZ0 et 1. Cela s@ppliqueau cas particulier oe |@n adeux formes dedegrZ1 4Zmentaires

dx et dx’/ , par exemple laseconde propiiaZentrane: dx | dx! =" dx' ! dx . On peut
continue aing.

On appdle forme diff Zentielle dedegrZp, dZinie sur un ouvat U de! ", toute expression de
laforme:

I=a . dxt L X (1)

0+ unesomme sur lesindices rZpA7Zs est sousentendue et o lesa . sontles composantes

“p

d@ntenseur derangp. Les C? AZments dx' ! ...! dx" formentunebasede ! "(R") .

Un exemple est foumi par @ Zment devolume :
dv=yg T. . dx:.dx"
(sans sommation), qui sccrit :
dv=y/g dx'! d¢! .1 dx

On nepeut pas Zcrire la premiere de ces formules avec unesomme sur les indices, mais en
revanche on peut Zcrire :

1 . ; .
v ==\gT. . ax"#d#. #ax"

Notonsquel@ntisymAriede dx* ! ...! dxX” fait que, toute partie symAriquedansles
composantes ¢, dispardt OnZrira: ! =pla, ., dx: " ..." dx” pourdire qu@ n® a

pas sommation sur les indices et queles indices ont AZ rangZdansun certain ordre, le
multiplet (i, ....i ;) n@ppaaissant qu@nefois.

3. DiffZrentielle d@ine forme.

Ladiff Zrentielle extZrieure d@nefondion f dZpendant des variables { xi} correspond” la

dZinition habitudle:
df = a—f dx
ox'



Par dZinition la diff Zrentielle extZrieure delaforme ! =a, , dx " .." dx" dedegrZp

sera.
dl =da " dx"" .. dx” 2)

ll '"lp

C(est uneapplicationde ! °(! ") dans! "*(R") .

La diff Zrentiation extZrieure poss deles propriAZs suivantes :

d(w + ') = d(w) +d(w) (39)
d(!")=!d(") , ! =Congant (3b)
d(d(/ ))=0 (39
et, s ! est uneautre forme dedegrZ q qudconque:
d(/ "#A=d( )" #+($D°! " d# 4)

LapropliAZ (3c) vient de:
d(d/ )=d(",a , dx # dx #..# dxX®)

=" a  dX# dx # dx' # .. #dx"

Kjoay i

qui est nul car la dZivZe secondeest symAriquedanslesindicesk et j alorsque dx*! dx!
est antisymAriquedansles memes indices.

Laquatrieme propri 2Z steblit aussi tres directement. Soit / =b. dxh oL dxe
d( " #)=8%.(a b )ax" (dx " ..t dx")" (dxh L dxX")

=$.(a )" (Lt dX) T b (dxh LT dx®)

Iy~ g

+a oA (L dx) S (b )" (dxE L dxe)

1"'|p

=d! A+ a | (Lt dX) S (b )t dxE (XL dXe)
=d! " #+(R)°! " d#

4. Exemple: I@ectromagntisme.

A lasection 3.10, nousavonsdZini dans M* unqualr potentiel vecteur { A“} = (q),fA) (on

utiliseici des coordonnzs cartZsiennes). Nouspowonscondruire uneforme dedegrZ 1 :
A=A dx" . SadiffZrentielle sera:

dA=1 A dx #dx'= % (LA dX #dx' +1 A dx'#dx)

0+ nousavonssimplement Zghannge nomdesindices dansladerniere patie. Soit en utilisant
|@ntisymaArie du produit extZieur :

dA= %(! AH#HDLA) IS X = % F,. dx'$dx

o+ letenseur F, aZZdZini" lasection3.10.



Ecrivonslarelation d(dA) =0 ,ona: d°A= 5! F dx $ dx* $ dx’ . Si onexplicite cette
contrainte pour chaguetriplet !, u, " , onobtient les Zguaions:
- — . IB
divB=0 , Rot(E)+U=O

qui sontle§2quaionsdeMaxwdl sansterme de source. 5 5
Ces deux Zguaionstraduisent le fait queles champs Zdectriques et magn4iques dZivent des

potentiels ! et A .

5. LethZoreme de PoincarZ.

Soit uneforme / = d" dedq;er,glleerifie: d! =dd" =0 . On peut se por laquestion:
est ce quelarZiproqueest vraie, cest ~ dire, est ce quetoute forme dedegrZp dontla
diffZentielle extZieure est nulle est la diff Zentielle d@neforme dedegrZp-1 ?

Soit uneforme ! =a dx' " ..t dx” dedegrZp, nousallonsdZinir uneapplication
l: 1P 1 P ydlequedl! +1d/ =! .Ainds d/ =0, ! serabienladiffZentielle

extZrieure ddneforme dedegrZp-1.

Soit latrandformation: x' ! tx',0" t" 1, pourtouti . DZinissons:
|/ —# "¢ 1$tp ‘a (tx) X dt dx* %...%dX** %dx* %dx”
danscette expron on a(;lntZngEchaquecoordonnEstour tour. Calculonsd| !
diy = p;{:gl-tp ! (tx) dtdx' $...$ dx”

+ OB 1) #tp By dtdx' $ dx' $...$ X $ dx $ dx”
k=1 j=1
la,

Dansladeuxieme patie Ill"j',"’ dZsignela dZivZe par rappotrt au j-i*me argument.
' X

D@utre part :
N - i [
d =" — dxX'$dx*$...$dx"
#Xl

j=1

OnvaconsdZer dx' comme dernier terme du prodLit extZrieur, on Zcrit donc:

d/ =" ﬁ ($1)° dx* %...%dx" %dx’

ld! _n #t" ot —% ) dt dx* %...%dX"
j=1
n p
+" " &)k ;{%&tp %, —h (81)P xkdt dxt %...%dX s Y%edX Ybdx” Ybdx!
j=1 k= 1
et en re-arrangeant lestermes::



Id! =" #tp 1 — 2 i dt dxt %...%dX"

=1

g" " k&l#tp %, — 2l it dxd %6dx: 96.. 96X %X %6dx"

j=1 k=1

Id/ +dl = pj:gtp"la_. dt dx' $...$ dx”

+% #tp 5, 'p xldtdx: $...$ dx®

Id/ +dll =" (tp () dtdxe # .4 dx"

:a"a .' dx: # ...# dx®
il
=/

Sid =0,dosw=do ,e! esladiffZentieleextZieure dineformededegrZp-1.
Mais ladZmondration ci-dessus utilise latranformation x' —tx' ,0<t <1, il fautdoncque

le volume consdZZ puisse stre contractZ en un point. Cela est le cas pourles cubes ou les
boules.

On adoncle thZoreme de PoincarZ :
Si uneforme ! esttellequed! =0 ,dorssuruncubeelleest delaforme! =d" .

Exemple:
CongdZonsles coordonn£s polaires !, * dansle plan, la correspondance avec les

coordonnzs cartZsiennes Zant :x = ! cog"),y="! sn("), tg(!) = Y De cette dernisre
X
xdy" ydx
X2 + y2 X2 +y2
est nulle partout comme un calcul direct le montre, cependant, enx =y =0, ! n@st pas
dZinie. ! est bien delaforme df sauf au point origine

xdy" ydx

relation on obtient d/ = . LadiffZentielle extZieure delaforme ! =

DZAinitions:

Uneforme diff Zentielle !  qui peut scrire w = df est appel Ze forme exacte. Si w vZifie
dw =0 , ondit que w est uneforme fermZe. Uneforme fermZe n@st pas forcZment exacte,
celan@st vrai quesur un cube

Exercice 1.

Montrez |es proptiAZs suivantes :

forme exacte ! forme fermZe = forme exacte
forme fermZe A forme exacte = forme exacte
formefermZe | forme fermZe = forme fermZe



6. Changement de coordonnZes, I@pplication ¢ .

Soit uneapplication ! d@nouvet U_, mun d@n systsme de coordonns { xi} dansun

ouvet V. decoordonngs { y = (pf(x‘)} . Ceci induit uneapplication ! * sur lesformes
diff Zrentielles:

I=a  (y)dy" ."dy’
#$°()=a  ($(x) d8"" ." ds"
$arh St
I"("Y=a . (I (X)) g——dxy* .* — dx’
()78 00 g oy g0

Exemple : changament de coordonnzs pour|@ Zment de volume.

dvV=yg 7. . dy*.dy" # dV=\gdys$..$dy
(sanssommation pourla premiere expression), soit auss :

1 a a
dV—— g£ dyl/\.../\ dy™
Il e

dv= 1 g’l. . " = dx* %.. %#y—dxn
1 n#xl #X

&
1( det ¢ #y) -, o 9. 9dx™

=Jo da( dxl% ol

- ly’ . :
Nousavonsintroduit le daerminant dela matrice |L# appdZ Jacobien .
I'x

L @pplication ! © posedeles propriAZs suivantes :
¢ (w+6)=¢ (0)+¢ (6)
@ (0 A0)=9¢ (0) A (6)

(py) (0) =y ¢ (w)
¢ (dw) = do (0)

©)

L es deux premieres propriAZs sont Avidentes. Examinonsla quérie me.



P()=a (00) drt L d

%% iy Uy o
/8! C, /%

dr (") = da (’ (x)) # dle)

_% R O T % (
— dx' x #: X WJH—
&I ) & ) &x® )

compaons™ ! (d") :

aai wl i i
do=——Ldy* Ndy" A..Ady"
dy

aa . k iy . ip )
¢ (do) = —== (aildx']A 92" i | oo n| 227 i
a X ox” ox’»

etdonc: ! 7(d")=d/ (")

Maintenant consdZonslatroisisme propiZaZ, " savoir : (py) (0) =y ¢ (o) .
Soient: y' =¢'(x)) , x' =y/(z")

h

Z B 4 X " $'# y
W(2)' " WP(x) " %P(y)

i

(")=a, () g7

#xp

- #lh #/’1 #" #96"
%!°(")=a,, () T dh 88 T

maintenant on a, en omettant certai nsmdlces sur lesfondions !

dz"r

I il n
Y@ =a ¢ @) T @) g g 0 —( (@) 70
qui par lacompostion des dZrivZes donnele rZaultat annon

ExerC|ce2
Soit (p E) laquadri impulsion d@neparticule. Montrer quela quantitZ d3p/ E , appdZe
CAZment del@space de phase E, est invariante par |es trandormationsde Lorenz dZinies au

chapitre 2.
7. Produit scalaire pour lesformes diffZrentielles, |@pZrateur * de Hodge

L @igebre extZieure est |a manipulation des tenseurs antisymriques (pourles formes de
degrZ! 2, puisqu@neforme de degrZun correspond” un vecteur). On avu au chagpitre 3 que



lacontraction detouslesindices de deux tenseurs de me me rang foumit un scalaire. On va
dZinir unopZateur qui va pamettre derZaliser cette op4ation. C@st [@pzateur CAoile Ede
HodgedZinit dela maniere suivante :

Soit uneforme / =a  dx*" .." dX” , onpoe:
P

| =q  dxh# L de (6)
J.

1 d p
1 T g
g ipeipdy e p a

0 : a . =
T dni p (n| p)|

Exemple: *=Jgdd! .1 dx"=dV
L @pZateur Aoile ales propriAZs suivantes
*(w+60)=*w+*0

** ) = (_1)p(n—p) ) (7)
OA*O=0A*0

La premiere propriAZ est immZdiate, consdZonsla seconde:

1 i - '
* = \/5 7o arrdd$..$dx
(nn p)' iy el dy e e
% i m i j j
e :ig I« L glelse - 1 3 i, 9N gra 4(ch]1 + ..+ dx"
p! 1 Ingplilp 8£n$ p)! ml bk Kigp 1...p)

L__ g3

- . de 9% AR P a dle' X dXJ'p
p'(n# p)| g 1ol dy e dp (g )$ p

Iyl

. T Ty by, — ow ayp(n"p) T
mas body y Jyody "D .

il ot lasZquence (- 1,) doit

ey Jydy
«tre lameme quela sZquence (il,...,ip) " unepemutation pres. D@ :
1
(n#p)
oy VB LB

et findement: ¢ = (-2)"""" a, . dxh A A dx” = (1) @

1 o

bl o) ; J
1k A1 a, . dx”* %...%dx""
e,

1" =

Maintenant examinonsla troisime des propri AZs (7) del@pZateur Zoile.
Soient deux formesdememe degrZp :

w=a  d¢A.ad” e/ =b | dx"" . dx”
1 i - '
Ona: JE Jg # . brrdxE$.$dx
(nn p)l g (R P

! n *#_

k:l"'kp i1 n " ip " jl " " jn$p
- (n$ p)! ‘/a a.i, %...kpjl___jm b dxt " Lt dxP T dxrt LT dx



qui sicrit :

_ p! — Kk, (i, i) i In-p
a)/\*e_(n_ p)!\/a i) Ekde i, b dx* A.AdX? AdX® AL A dX
0 les parentheses signifient queles indices ont 2Z ordonn2 et ne sont comptZs qu@nefois.
" — (pl)2 (](1-'-kp) (ll " n ip) n jl " n j,, p
T Ve ay Wiy, B ) ah e

Etant donnZle produit extZrieur, la suite (k, ...kp) est identique” lasuite (i ...ip) " une
permutation pres, et donc:

() (ip) gl w0 gydo) gy v gy
! #_(n$p)!\@ 8, ) Ty, DO L
=pla | bt dv
et doncpar symZrie du membre dedroite : OAN*O=0A*0

On peut doncdZinir le produit scalaire de deux formes de meme degrZ sur unevariAZ M
pa :

(,")=0p#S$" (8)
M
Ce produit scalaire est symariqued@pres les propriAZs de |@pZateur Zoile.

8. Exemple.

Reprenonsl@xemple del@ectromagnisme dans M* muni decoordonn&s
cartZdennes. Comparonslesformes F! F et F! "F ,00 F=F dx'" dx .
Ce sont toutes deux des formes de degrZ 4. La secondesCcrit

FAxF=2F, F?dv=4(|B -|E )dv
Nousrencontreronscette expression lors deladiscusson du princpe demoindre action. La
premiereformesCcrit: F! F=8E.BdV .
Consid?onsdquitesvariationsdes champs Ecrivons F = dA , et faisonsvarier A par une
quantitZinfinitZamae a : A! A+a .Alors: F! F" (dA+da)! (dA+da) soit en
nZyligeant lestermes d@rdre supZieur” 1: F! F" dA! dA+2dA! da (d4 et da sont
des formes de degrZ 2). §
Lavariation scrit comme unediffZrentielle exacte grige ~ :

d(dA! a)=d*A! a+("1)*dA! da
FI'F" F! F+2d(F! a)

Nousverrons dansle chapitre consacrZ au prindpe de moindre action, quele fait quela

variation soit unediffZrentielle exacte entra’nequ@n terme dugenre F! F necontibuepas
aux Zquaionsdu mouvement.



9. L@pZrateur * et les changements de coordonnZes,

Qudle est larelation entre |@pZateur ZAoile qui pemet la congdrudion du produit scalaire de
deux formes et |@pplication ! * qui reprZsente les changaments de coordonn£s ou des
tranformations C@st ce quenousallonsudier dans cette section.

Soit unetrandormation! : {x“} "o {y$} . Ceci induit uneapplication ! * sur lesformes
diff Zrentielles:
I'=a .(y)dy #..#dy’

0(@=a, ,«o(x»{ay ]A A[ay dx“p]
ox'

* 1 $ % . ") .
.’ = " \/g(y) %1"'$p%"'%"p a&im&p g&1$1 ,..g&p p dy@ dy/‘?\

(n" p)
Maintenant en nousrappdant les notationsutilisZes pourles changements de coordonn£s :
P
A? =8L , housavons:
H oxH
/" 1 & "% A "ngp ( (rsp
J (n$ IC))'\/g(y 2 & _,I“_',pg ..0 A(l "'A(m dx') ..) dx
et: I'(")=a , A’ Ardx#..#dx"
d®- :
* — 1 - &1 Pp Hy vy HpVp 0q Pn-p
*@ (0) = (—p)! \Ja(Xx) € pttyrct,, [awl---rppAvl ...AVJ g™t...g dx™ A...AdX

Unetransormation qui conserve les longueurs agit comme un changament de coordonn£s

I

g =g"" A A,  etdanscecss:

*m —_ 1 o lul(l &1 “P(p !P &p
! (#)—(n$ o) 9(Y) % ., &, (9 A(lAyl) (9" APAY)
A ...A')n$p dxs * .k dxX
1 n$p
Mais: T, .. . Al ..A» A A%;*z: i 96055, AE(A)

et : det(g(y)) =de(g(x)) da’Z(A) ,d@- il reste:

V g(X) E,ul.../,lpﬁl...ﬁ

Findement, s unetrandormation conserve leslongueurs, alors:

IP("#)="1"(#) 9)

¢ (*o) = gt g A% LAY A A LA X

np PP

1
(n-p)!
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Solutiondel@xercicel. §
Il suffit d@pplique laproprdZ(4). Exemple: Soit w forme exacte dedegrZp, (! =d”) et
6 formefermZe (d! =0), ona:
I'" #=d$" #=d($" #) W) $" d#=d($" #)
et donc: forme exacte! forme fermZe = forme exacte

Solutlon de |@xercice 2.

Soit (p E) laquadri impulsion d@ineparticule exprimZe densun rA Zrentiel et (p, E) la
meme quantitZ physqueexprimZe dansun autre rA Zrentiel et reliZes par :

p=p" , p=p , pP=I(p+"E) , E=I(E+"p)
o°:! =ch(y) , "=sh(y) , t#ct.
Ona:

d° p dp'! dp’! dp* _dp ! dp ! "(dp +#dE)

E E E
or: dE=dynt +p ——#BXdBX+pdp +pdp
r _, s
. I I 3
d@e : dp dp dp dp (1+#—)—dp
E “(E+#p) E E
d3'p

Ceci se comprend facilement en remarquant que vientde d’p ! (p*" m®) etqued’p

est invariant par transformation de Lorenz d@pre s la transformation des volumes explicitZe
section 6.
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